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Vorwort des Verfassers. 

Bei der Abfassung der französischen Lehrbücher^ die hier 
in deutscher Bearbeitung erscheinen^ habe ich mich an unsere 
Amtlichen Lehrpläne von 1902 und 1905 gehalten. Diese 
Bücher sind also für die Schüler der Tertia^ Sekunda und 
Prima der Sektionen C und D bestimmt^ die im Alter von 
14 bis 17 Jahren stehen. Bei den Sektionen G und D ist der 
Unterricht im Griechischen abgeschafft worden; die Schüler 
der Sektion G lernen an Sprachen Lateinisch und, nach Wahl^ 
Deutsch oder Englisch, die der Sektion D Deutsch und Englisch. 
Auf diese Art ist es möglich geworden, der Mathematik 
(Arithmetik, Algebra, Geometrie und Trigonometrie) fünf 
Stunden in der Woche zu widmen^). 

Der wesentliche Unterschied der neuen Lehrpläne gegen- 
über den alten besteht darin, daß die Schüler der genannten 
Klassen jetzt in die graphische DarsteUung und die Begriffe 
der v^änderUdien Größe und der Funktion eingeführt werden. 
Diese Neuerung, die manche für zu kühn gehalten hatten, ist 
durch den Erfolg vollständig gerechtfertigt worden; die Schüler 
folgen dem neuen Unterricht mit dem größten Eifer und dem 
besten Yersi^ndnis. Wer von ihnen später Mathematik imd 
Physik studiert, der ist für die analytische Geometrie und 
die Differentialrechnung vortrefflich vorbereitet, da er sich 
schon in einem Alter, wo der Geist noch schmiegsam ist, mit 
den Grundbegriffen dieser Disziplinen vertraut gemacht hat, 
und wer sich dem Studium der Ghemie, der beschreibenden 
Naturwissenschafl^en, der Medizin, der Technik zuwendet, der 
hat sich Kenntnisse angeeignet, die ihm von großem Nutzen 
sind, ganz abgesehen davon, daß die allgemeine Bildung durch 
einen solchen mathematischen Unterricht eine wertvolle Förde- 
rung erfährt. 

Selbstverständlich darf man Schülern von 14 bis 17 Jahren 
die ersten Elemente der analytischen Geometrie und der Li- 

1) Vgl. F. Marotte, Les i^centes r^formes de renseignement des 
mathematiques dans renseignement secondaire fran9ais. Jahresbericht der 
Deutschen Mathematiker -Vereinigung 18, 450 — 456 (Anm. d. H.). 

a* 



IV Vorwort des Verfassers. 

finiteBimalrechnung nicht in der abstrakten Form dar\)ieten; 
die beim höheren Unterricht üblich ist, wie er in Frankreich 
in der ,,classe de mathematiques speciales^ und in Deutsch- 
land in den AnfangsTorlesungen der Hochschulen erteilt wird. 
Vielmehr muß der Unterricht eine konkrete Form erhalten, 
und dieser Gesichtspunkt ist ftlr die Gestaltung des Lehrplanes 
in der Arithmetik und Algebra maßgebend gewesen. Wie die 
Erfahrung gezeigt hat — ich spreche nur von Frankreich — 
wirkt eine „strenge^ Darlegung der Elemente auf die Schüler 
geradezu abschreckend. Diese yerstehen nicht, warum Dinge, 
die ihnen als selbstyerstiindlich eracheinen, umständlich bewiesen 
werden; sie sehen darin nur ein Spielen mit Worten und meinen 
schließlich, daß die Symbole der Algebra kaum eine entfernte 
Beziehung zur Wirklichkeit haben. Und doch liegt der Ursprung 
der Algebra in der Beobachtung von gewöhnliehen Tatsachen 
und in den Bedürfiiissen des tS^lichen Lebens. Wenn man 
diesen Ursprung verkennt, so entsteht die Gefahr, daß gerade 
den besten Köpfen die Mathematik verleidet wird; sie erscheint 
ihnen als ein Wolkenkuckucksheim, das mit dem wirklichen 
Leben gar nichts zu tun bat, während dieses doch von Mathe- 
matik ganz und gar durchdrungen wird. 

Diese innige Verbindung zwischen den Formeln der Algebra 
und den Tatsachen des täglichen Lebens habe ich so deutlich 
wie möglich hervorzuheben gesucht, nicht nur bei den Bei- 
spielen und Aufgaben, sondern auch bei den theoretischen 
Darlegungen. Ich habe mich nicht gescheut, zahlreiche An- 
wendungen vorzuführen, und hoffe, daß die Lehrsätze so eine 
anschauliche Bedeutung bekommen haben, also nicht mehr als 
willkürliche Schöpfangen des Verstandes erscheinen. Die Er- 
klärung der negativen Zahlen, die Regeln für die Multiplikation 
der algebraischen Zahlen, der Ansatz bei den Aufgaben ersten 
und zweiten Grades, die graphische Darstellung der Funktionen, 
besonders der linearen Funktion, sind daher durch zahlreiche 
Beispiele aus dem täglichen Leben erläutert worden; aus dem- 
selben Grunde habe ich auch immer wieder darauf hingewiesen, 
wie wichtig es ist, bei den Formeln und Aufgaben auf die 
Wahl der Einheiten zu achten. 

Es wäre jedoch verkehrt, diese Art der Behandlung auf 
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die Algebra zu beschränken, Yielmebr hat mich diese Auf- 
fassung auch bei der Arithmetik geleitet. Pur die Philosophie 
der Mathematik ist es gewiß von der größten Wichtigkeit, die 
Grundbegriffe der Arithmetik zu entwickeln, indem man so 
tut, als ob der Leser von der Arithmetik noch keine Ahnung 
habe. Allein dieses Verfahren verlangt Leser von einer 
philosophischen Bildung, die ich hier nicht yorausseteen kann. 
Beim Unterricht hat man yielmehr von dem aussugehen, waa 
die Schüler zu wissen glauben; sonst werden diese dazu ver- 
führt, die Mathematik als eine Sammlung von Kunststücken 
anzusehen, und das ist der schlechteste Dienst, den ihnen 
der Lehrer leisten kann. Ich habe mich daher bemüht, immer 
in Berührung mit der Wirklichkeit zu bleiben, und zum 
Beispiel bei den elementaren Rechnungen mit ganzen Zahlen 
nicht versucht, einem Schüler das Rechnen beizubringen, der 
noch gar nicht rechnen kann, sondern einem Schüler, der be- 
reits rechnen kann, zu erklaren, wie ein Mechanismus funktio*- 
niert, dessen er sich schon lange bedient hat.j 

Es ist mir eine angenehme Pflicht, Herrn Stäckel für 
die große Sorgfalt und Mühe zu danken, die er auf die deutsche 
Ausgabe der Arithmetik und Algebra verwandt hat. Mochte 
diese Ausgabe dazu beitragen, daß der mathematische Unter- 
richt in allen Ländern auf eine höhere Stufe gehoben wird und 
die großen Gedanken von Descartes, Newton und Leibniz, 
die auf die materielle und intellektuelle Entwicklung der Mensch- 
heit einen so gewaltigen Einfluß geübt haben, ein unerläß- 
licher Bestandteil höherer Bildung werden. 

St. Paul des Fonts, den 3. August 1908. 

liimile Borel. 



Vorwort des Herausgebers. 

Die erste Yeranlassung zu einer deatschen Ausgabe der 
Elementarbüclier Ton E. Borel waren f&r mich Eindrücke bei 
den zahlreichen Erörterungen über die Umgestaltung des mathe- 
matischen Unterrichtes^ die das Vorgehen F. Eleins auf der 
Schulkonferenz vom Jahre 1900 zur Folge gehabt hat^). Es 
schien mir^ daß man häufig aneinander vorbei redete, weil die 
beiden Teile mit denselben Worten ganz verschiedene Vor- 
stellungen verbanden. Ist es doch nicht selten vorgekommen, 
daß die Forderung, die Begriffe der Veränderlichkeit und de» 
FwMion sollten den Schülern nahe gebracht werden, mit dem 
Einwände zurückgewiesen wurde, so schwere Dinge, wie die 
Irrationalzahlen, die Stetigkeit, die Differentiierbarkeit, der all- 
gemeine Begriff einer Funktion einer reellen und einer kom- 
plexen Variablen gehörten keinenfalls auf die Schule. Das 
einzige Mittel zu einer Verständigung und damit zu einer 
wirkUchen Durchföhrujig der angestrebten Reform schien mir 
darin zu liegen, daß an einem Beispiel gezeigt würde, was 
eigenÜich mit jener Forderung gemeint sei und wie sie sich 
im Unterrichte von der Unterstufe an verwirklichen lasse. Ein 
solches Beispiel geben die Lehrbücher Boreis, und zwar han- 
delt es sich dabei imi die folgenden drei Bändchen: 

1. Ärithmetique et Notions d'Algebre (Ttoisieme A)y Paris, 
Armand Colin 1903. 

2. Jlgebre^ Premier cyde, Paris 1903. 

3. Älgebre, Second cycle, Paris 1903 (Troisieme edition 1905). 
Wenn aber dieser Lehrgang der Arithmetik und Algebra 

den deutschen Lehrern der Mathematik zugänglich gemacht 
werden sollte, so genügte nicht eine einfache Übersetzung. Es 
konnte sich vielmehr nur um eine Bearbeitung und Verschmel- 
zung der drei Bändchen zu einem Ganzen handeln, und zwar 
aus drei Gründen. 



1) Vgl. die Schrift F. Eleins: über eine zeitgemäße Umgestaltung 
des mathematischen Unterrichts an den höheren Schuten^ Leipzig 1904 und 
den von A. Gutzmer herausgegebenen Gesamtbericht der Unterrichts- 
kommission der Gesellschaft deutscher Naturforscher und Ärzte , Leipzig 
1908, wo man das ganze einschlägige Material zusammengestellt findet. 
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Erstens bilden die drei Bändchen keinen fortlaufenden 
EnrsnS; bei dem sich Kapitel an Kapitel reiht, sondern sie 
greifen ineinander über; die beiden Teile der Algebra beginnen 
nämlich mit einer ausführlichen Wiederholung (Reyision); durch 
die der Anschluß an das Vorhergehende hergestellt wird, was 
aber nicht hindert, daß auch manche ergänzende Bemerkung 
eingeflochten wird. So wichtig nun solche Wiederholungen für 
den Unterricht sind, so schienen sie mir doch nicht in einen 
zusammenhängenden Lehrgang zu gehören, der für Lehrer be- 
stimmt ist. Wohl aber habe ich dafür gesorgt, daß jene er^nzen- 
den Bemerkungen an geeigneten Stellen untergebracht wurden. 

In engem Zusammenhange hiermit steht der eweite Grund. 
In der Arithmetik ist die DarsteUtmg aus pädagogischen Rück- 
sichten sehr breit, sodaß der Leser dadurch unnötig aufgehalten, 
ja ermüdet werden würde. Ich hoffe, daß durch die Kürzungen, 
die ich yorgenommen habe, das eigenartige Gepräge Borel- 
scher Darstellungskunst nicht verwischt worden ist. Man wird 
yielleicht fragen, ob es sich nicht empfohlen hätte, diesen 
Teil ganz wegzulassen, weil es sich darin -doch nur um ganz 
elementare Dinge handeln kann. Allein der Leser wird schon 
vom ersten Kapitel an erkennen, warum die Arithmetik beibe- 
halten werden mußte. Sie ist eine originelle Leistung Boreis, 
der den alten Stoff auf eine neue Art behandelt hat. In der 
Arithmetik wird nämlich bereits eine ganze Reihe von Sätzen 
hergeleitet, die sonst in der Buchstabenrechnung ihren Platz 
finden. Diese Sätze erscheinen in einer hegrifflichen Fassung, 
die ihren Inhalt deutlicher hervortreten läßt, als wenn man 
sich der Buchstaben bedient hätte. Um einige Beispiele an- 
zuführen, so wird schon in der Arithmetik die Addition und 
Subtraktion von Summen und Differenzen gelehrt, ebenso die 
Multiplikation von Klammerausdrücken mit einer Zahl und 
sogar schließlich die Quadrierung eines Binoms. Die Beweise 
werden in „intuitiver** Form gegeben. Ebenso nämlich, wie 
man in der Geometrie einen allgemeinen Satz an einer be- 
sonderen Figur oder mehreren besonderen Figuren beweisen 
kann, so kann man auch in der Arithmetik einen allgemeinen 
Satz an einem besonderen Zahlenbeispiel oder mehreren gut 
gewählten Zahlenbeispielen beweisen, vorausgesetzt, daß man 
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sich hier wie dort klar macht, daß die Beweisgründe^ die 
in dem besonderen Fall ausreichen, allgemeine Gültigkeit be- 
sitzen. Boreis Methode scheint mir den Vorteil zu haben, 
daß der Schüler größeres Vertrauen zu den Sätzen gewinnt, 
als wenn ihm diese zuerst in der abstrakten Form einer Iden- 
tität zwischen Buchstabengrößen eni^egentreten; werden über- 
dies jene Beispiele im Anschluß an Au&aben aus dem tätr- 
liehen Leben gewählt, so gewinnt der mathematische Unterricht 
jene lebendige Beziehung zur Wirklichkeit, auf die Borel mit 
Recht den größten Wert legt. 

Auch noch an einer anderen Stelle habe ich mich zu 
einer Kürzung entschlossen. Im neunten Kapitel des zweiten 
Teils der Algebra bringt Borel nach einigen Vorbemerkungen 1 

eine Einführung in die Lehre von den Differentialquotienten, 
mittels des Grenzbegriffes, von der er selbst sagt, daß sie nur 
für die besseren Schuler bestimmt sei. Die Aufgabe, diese Aus- 
führungen in eine Form zu bringen, die die deutschen Leser 
befriedigen würde, hat meine Kräfte überstiegen. 

Ich komme zu dem dritten, nicht weniger wichtigen 
Grunde, der für eine Bearbeitung geltend zu machen ist. Ab- 
handlungen und Werke über höhere Mathematik aus dem 
Französischen ins Deutsche zu übersetzen, ist für jemanden, 
der die Sache beherrscht, so leicht, daß solche Übersetzungen 
fast als überflüssig erscheinen. Ganz anders steht es, wie ich 
zu meiner Überraschung erfahren habe, bei Werken aus der 
elementaren Mathematik und zwar deshalb, weil es dabei viel 
mehr auf den sprachlichen Ausdruck ankommt und hierin 
das Französische imd das Deutsche ^tark voneinander ab- 
weichen. Diese Verschiedenheit zeigt sich zunächst bei dem 
Wortschatz. Um einige Beispiele herauszugreifen, so spricht 
der Franzose von den parties d'une somme, wo der Deutsche 
von Summandev^ redet, er kennt nicht die beiden, Katheten eines 
rechtwinkligen Dreiecks, sondern nur les deux cötes de V angle 
droit, dagegen kann er von den termes d'une fraction sprechen, 
während der Deutsche keinen gemeinsamen Ausdruck für 
Zähler und Nenner eines Bruches besitzt. Noch erheblicher 
sind die Unterschiede bei der Formulierung der Regeln und 
Lehrsätze. Ein Beispiel möge hier genügen. Bei Borel heißt 
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es: Pour reirancher la difference de deux nombres, ü suffU de 
retrancher le premier et d^ajouier le secondy was, dem deutschen 
Gebrauch entsprechend^ so wiedergegeben worden ist: Um eine 
Biff^enz 0u subtrahieren, hat man den Subirahendus zu addieren 
und von der erhaltenen Summe den Mirmendus zu subtrahieren. 
Endlich mußten bei einem Elementarbuch auch die Realien 
ins Deutsche übertragen werden, und zwar nicht nur Münzen, 
Maße und Gewichte, sondern auch was sonst in den Beispielen 
spezifisch französisch war, wie etwa die topographischen Dar- 
stellungen und die Eisenbahnfahrpläne^); denn nur so konnte 
dem deutschen Lehrer der Mathematik ein Material geboten 
werden, daß er unmittelbar für den Unterricht verwerten kann. 
Auf diese Weise ist eine deutsche Ausgabe der Borel- 
schen Arithmetik und Algebra entstanden, die hoffentlich dazu 
beitragen wird, daß der mathematische Unterricht in Deutsch- 
land die Stellung erhält, die der Bedeutung der Mathematik 
für die exakte Naturerkenntnis uud die moderne Kultur über- 
haupt entspricht. Wenn aber das Buch zunächst für die 
Lehrer der Mathematik bestimmt ist, so scheint es mir doch 
aach noch weiteren Nutzen stiften zu können. Ich denke dabei 
zunächst an die Abiturienten der humanistischen Lehranstalten, 
die sich dem Studium der Naturwissenschaften, der Medizin, 
der Technik widmen wollen. Wie die Erfahrung zeigt, er- 
wachsen diesen Abiturienten daraus erhebliche Schwierigkeiten, 
daß seitens der Hochschuldozenten nicht selten ein Maß von 
mathematischer Bildung vorausgesetzt wird, das jene nicht be- 
sitzen; man denke nur daran, wie häufig von der graphischen 
Darstellung Gebrauch gemacht wird. Solange daher die an- 
gestrebte Reform des mathematischen Unterrichts noch nicht 
durchgeführt ist, wird dieses Werk zur Ausfüllung so be- 
dauerlicher Lücken gute Dienste leisten können. Dann aber 
denke ich an die immer zahlreichere Kategorie der Nicht- 
mathemaiiker, die sich in vorgerückteren Jahren genötigt sehen, 
auf die lange beiseite geschobene Mathematik zurückzugreifen. 



1) Den Eisenbahnfahrplan S. 802 verdanke ich Herrn Prof. A. G u t z m e r^ 
dem der amtliche Plan zur Verwendung für ünterrichtszwecke zur Ver- 
fügung gestellt worden war; die topographische Darstellung S. 294 — 296 
ist dem Handatlas von Andree entnommen worden. 
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Wenn diese eines der an sicli recht brauchbaren neueren Werke 
zur Einführung in die höhere MafhemoMh vornehmen, so er- 
lahmt ihr Eifer meist nach kurzer Zeit, und sie geben schließ- 
lich die Hoffnung auf, in die Mysterien der Infinitesimalrechnung 
einzudringen. Der 6rund ist dafQr wohl in den meisten Fallen, 
daß es ihnen an einem klaren Verständnis der Elemente fehlt, 
und hier könnte dieses Buch helfend eintreten: die überaus 
klaren, durch Beispiele aus dem täglichen Leben erläuterten 
Ausführungen führen in sanfter Steigung zu einer Höhe der 
mathematischen Erkenntnis, von der aus der. Aufstieg zu dem 
Oipfel der Differential- und Integralrechnung kaum erhebliche 
Schwierigkeiten bietet. 

Herr E. Borel hatte die Güte, die deutsche Ausgabe 
mit einigen einleitenden Worten zu begleiten, in denen er 
die Leser von den Grundsätzen unterrichtet, die für ihn bei 
der Abfassung der Arithmetik und der Algebra maßgebend 
gewesen sind. Nicht minder bin ich ihm für die Ratschläge 
verpflichtet, durch die er mir das Zusammenfassen der drei 
Bändchen zu diesem Bande erleichtert hat. 

Bei der mühsamen Arbeit der Korrektur hat mich Herr 
Oberlehrer Dr. H. Beck in Hannover aufs wirksamste unter- 
stützt; ihm möchte ich für seine wertvolle Hilfe hiermit auch 
öffentlich meinen besonderen Dank aussprechen. Auf meine 
Bitte beteiligten sich femer meine Freunde Herr Professor 
Dr. E. Goldbeck in Berlin, Herr Professor Dr. A. Qutzmer 
in Halle a. S. und Herr Direktor Professor Dr. M. Nath in 
Pankow bei Berlin an der Durchsicht, und ich schulde ihnen 
für eine Reihe formaler und sachlicher Bemerkungen herzlichen 
Dank. Wenn der Band durch diese umständlichen Revisionen 
an typographischer Korrektheit und mathematischer Genauig- 
keit gewonnen hat, so ist doch sein Erscheinen dadurch er- 
heblich verzögert worden, imd ich kann daher nicht unter- 
lassen, der Firma B. G. Teubner für die Freundlichkeit zu 
danken, mit der sie auf alle meine Wünsche eingegangen ist. 

Karlsruhe, im August 1908. 

Paul StäckeL 
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Kapitel I 

Dezimale Zählung 

1. Was man unter einer Menge von Gegenständen und 
unter der Anzahl der Gegenstände einer Menge versteht, wird 
hier als bekannt yorausgesetzt. Es gibt wilde Stämme, die nur 
die Bedeutung der Worte eins, zwei, drei, yier (d. h. der ent- 
sprechenden Worte ihrer Sprache) kennen und, wenn zum 
Beispiel die Anzahl der Tiere einer Herde vier überschreitet, 
einfach sagen, es seien viele. Die höher entwickelten Völker 
haben jedoch längst erkannt, daß es notwendig ist, die Anzahl 
der Gegenstände einer Menge auf eine genauere Art zu be- 
zeichnen, und hierin besteht die Aufgabe der Zählung. 

Das verbreitetste Verfahren ist das der dezimalen Zählung ^). 
Man bildet zunächst die zehn Ziffern: 

0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 
denen man die bekannten Namen gegeben hat. Die Ziffer 
zeigt an, daß Teein Gegenstand vorhanden ist, und die Ziffer 1, 
daß nur ein einziger Gegenstand vorhanden ist. 

2. Wenn man jetzt die Anzahl der Schafe einer Herde 
finden will^ so kann man folgendermaßen verfahren: man läßt 
alle Schafe an jemand vorüberziehen, der jedesmal, wenn ein 
Schaf vorbeikommt, einen Strich auf seine Schreibtafel macht. 
Sobald der Zählende zehn Striche auf einer Linie hat, geht er 
zur folgenden Linie über, und erhält so zum Beispiel folgende 
Striche: 



1) Man kann auch anders verfahren; viele Kauflente halten zum 
Beispiel noch an dem Gebrauch fest, nach Dutzenden und nach Dutzenden 
von Dutzenden oder Groß zu zählen. 

1* 
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Man sieht hier drei Reihen von zehn Strichen und vier 
Striche auf einer unausgefüllten Reihe. Diese Anzahl wird 
mit vierunddreißig bezeichnet und geschrieben 34; sie besteht 
aus drei Zehnern und vier Einem oder Einheiten. 

Wenn mehr als neun Reihen von zehn Strichen entstehen^ 
hat man diese Reihen zu je zehn zusammenzufessen; jede Grappe 
von zehn Reihen zu zehn Strichen bildet einen Hunderter. Wenn 
mehr als neun Hunderter vorhanden sind^ faßt man diese zu je 
zehn zusammen^ und jede solche Gruppe von zehn Hundertern 
heißt ein Twusender usw. 

Wenn man 4 Tausender^ 5 Hunderter, 3 Zehner und 
2 Einer hat, so schreibt man 4532 und spricht: viertausend- 
fünfhundertzweiunddreißig. Die Ziffer 2 bezeichnet Einer oder 
Einheiten erster Ordnung, die Ziffer 3 Zehner oder Einheiten 
zweiter Ordnung, die Ziffer 5 Hunderter oder Einheiten dritter 
Ordnung usw. Sind von einer gewissen Ordnung keine Ein- 
heiten vorhanden, so bezeichnet man dieses Fehlen durch die 
Ziffer 0; auf diese Weise behalten die übrigen Ziffern ihre 
Ordnung bei. So schreibt man 508, um 5 Hunderter und 
8 Einer zu bezeichnen; denn 58 würde 5 Zehner und 8 Einer 
bedeuten. Aus diesem Grunde heißen die von verschiedenen 
Ziffern Wertziffem. Wenn wir femer schlechtweg von Ein- 
heiten sprechen, sind damit immer Einer gemeint. 

Grundlegendes Übereinkommen. Eine Ziffer, die links 
neben einer anderen steht, bezeichnet Einheiten der unmittelbar 
höheren Ordnung, d. h. Einheiten, die durch Zusammenfassung 
von zehn Einheiten der Ordnung entstehen, welche durch jene 
Ziffer ausgedrückt ist Außerdem bezeichnet die letzte Ziffer ein- 
fach Einer. 

Dabei ist zu beachten, daß man erste Ziffer einer Zahl 
immer die Ziffer nennt, die am weitesten nach links steht, und 
letzte Ziffer die Ziffer, die am weitesten nach rechts steht. 

3. Das Verfahren der dezimalen Zählung oder das 
Dezimalsystem gestattet, alle Anzahlen zu schreiben. Wie groß 
nämlich auch eine Anzahl sei, zum Beispiel die Anzahl der 
Getreidekömer in einem Sack, so ist es doch möglich, sie zu 
je zehn zusammenzufassen. Man erhält so eine bestimmte An- 
zahl von Zehnem, und die Anzahl der übrig bleibenden Einer 
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ist kleiner als zehn. Man kann ebenso^ wie wir sahen ^ die 
Zehner zu je zehn zusammenfassen und erhält so die Anzahl 
der Hunderter und so fort. Dieses Verfahren muß eia 
Ende haben; denn die Anzahl der Einheiten von höherer 
Ordnung, die in der Menge enthalten sind, verringert sich bei 
jedem Schritte, und es wird ein Zeitpunkt eintreten, wo sie 
weniger als zehn betragt. Das Verfahren hört dann von selber 
auf, und damit hat man die Anzahl der Getreidekörner im 
Dezimalsystem erhalteii. 

4. Erklärung. Man sagt, zwei Anzahlen seien einander 
gleichy wenn man ihre Einheiten einander so zuordnen Jcann, daß 
jeder Einheit der einen eine einzige Einheit der andern entspricht 
und umgekehrt. So sagen wir, die Anzahl der Pfennige, die 
Paul besitzt, sei gleich der Anzahl der Kugeln, die Peter besitzt, 
wenn es möglich ist, auf einem Tische die Pfennige Pauls 
und daneben die Kugeln Peters so anzuordnen, daß neben 
jedem Pfennig eine Kugel und neben jeder Kugel ein Pfennig 
liegt. Ebenso sagen wir, die Anzahl der Tintenfässer in einer 
Klasse sei gleich der Anzahl der Schüler, wenn man es so 
eiurichten kann, daß jeder Schüler ein einziges Tintenfaß hat, 
und daß dann jedes Tintenfaß einem einzigen Schüler angehört. 

Wenn man es dagegen so einrichten kann, daß zwar jeder 
Schüler ein Tintenfaß hat, daß aber Tintenfässer übrig bleiben, 
so sagt man, die Anzahl der Tintenfässer übertreffe die Anzahl 
der Schüler, oder sie sei größer als die Anzahl der Schüler; 
die Anzahl der Schüler wird dann der Anzahl der Tintenfässer 
nachstehen oder Meiner als die Anzahl der Tintenfässer sein. 

Wir müssen es als einen Grundsatz, d. h. als unmittelbar 
klar ansehen, daß zwei gegebene Anzahlen entweder gleich 
sind, oder daß die erste größer ist als die zweite, oder daß 
die zweite größer ist als die erste. Zum Beispiel sind ent- 
weder ebensoviele Tintenfässer als Schüler vorhanden, oder es 
gibt mehr Tintenfässer als Schüler, oder es gibt mehr Schüler 
als Tintenfässer. Man muß sich klar machen, daß der Grund- 
satz hier folgendes besagt: Man möge die Tintenfässer in einer 
bestimmten Reihenfolge an die Schüler verteilen, wobei jeder 
Schüler ein Tintenfaß erhält. Wenn man bei dieser Verteilung 
mit den Tintenfässern nicht ausreicht, so ist es unmöglich. 
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daß bei einer anderen Verteilung jeder eins bekommt, oder 
auch^ daß Tintenfässer übrig bleiben. Das ist der G-rund- 
satz von der Unveränderliehkeit der Ansahl. 

Wenn man die Bedeutung dieses Grundsatzes richtig ver- 
standen hat, kann man leicht beweisen, daß zwei gleiche An- 
zahlen bei der dezimalen Zählung immer durch dieselben Schrei- 
bungen, und zwei verschiedene Anzahlen durch verschiedene 
Schreibungen dargestellt werden. Nach der Erklärung der Gleich- 
heit ist nämlich die Anzahl der Striche (Nr. 2) gleich der An- 
zahl der gezählten Gegenstände, da jedem Strich ein Gegenstand 
und jedem Gegenstand ein Strich entspricht. Ferner folgt 
aus dem Grundsatz von der Unveränderliehkeit der AmsaJilf daß 
die Anzahl der Striche der Tabelle gleich der Anzahl der 
Gegenstände ist, auf welche Art man auch zählen mag, d. h. 
auf welche Art man auch die Zuordnung von Gegenständen 
und Strichen vornimmt. Wenn also zwei Anzahlen einander 
gleich sind, so findet man immer dieselbe Tabelle von Strichen, 
d. h. dieselbe Anzahl von Einem, Zehnem, Hundertern usw. 

Wenn dagegen zwei Anzahlen ungleich sind, so ent- 
sprechen ihnen verschiedene Tabellen von Strichen und daher 
auch verschiedene Schreibungen. 

Kurzum, wir benutzen: 1. den Grundsatz von der Un- 
veränderliehkeit der Anzahl, aus dem man folgert, daß der- 
selben Anzahl (oder zwei gleichen Anzahlen) dieselbe Tabelle 
von Strichen entspricht; 2. die Tatsache, daß einer be- 
stimmten Tabelle von Strichen nach ihrem Aufbau eine 
einzige bestimmte Schreibung bei der dezimalen Zählung 
entspricht. 

5. Man muß beurteilen können, welche von zwei gegebenen 
Anzahlen, die im Dezimalsystem geschrieben sind, die größere 
ist. Man kann dafür die folgende Regel aussprechen, die 
man sich durch Betrachtung der Tabellen von Strichen klar 
machen möge: 

Begel. Sind zwei Anzahlen gegeben, die im Dezimälsystefn 
geschrieben sind, und haben sie nicht gleichviel Ziffern, so ist 
diejenige größer, die mehr Ziffern hat Haben sie gleichviel 
Ziffern, so ist die größer, deren erste Ziffer größer ist Be- 
ginnen jedoch beide Anzahlen mit derselben Ziffer, so ist die 
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größer, hei der die folgende Ziffer größer ist. Wenn die folgen- 
den Ziffern ebenfalls einander gleich sind, so betrachtet man die 
darauf folgenden usw. Wenn alle Ziffern gleich sind, so sind 
die AnzaJden gleich. 

Die Anzahlen werden auf diese Art ähnlich geordnet, wie 
die Worte in einem Lexikon. 

6. Anstatt von Anzahlen spricht man auch von ganzen 
Zahlen, indem man durch das Eigenschaftswort ganz die An- 
zahlen von anderen Arten der Zahlen unterscheidet^ mit denen 
wir uns später beschäftigen werden. Es ist femer vielfach 
üblich^ bei den elementaren Auseinandersetzungen über ganze 
Zahlen das Wort ganz wegzulassen und der Kürze halber 
schlechtweg yon Zahlen statt von Anzahlen oder ganzen Zahlen 
zu sprechen. Wir werden uns im folgenden diesem Gebrauche 
anschließen; allein man darf niemals yergessen, daß die Lehr- 
sätzc; die wir in den nächsten Kapiteln beweisen werden^ nur 
für ganze Zahlen bewiesen worden sind^ und daß man sie daher 
nicht ohne weiteres auf andere, später einzuführende Arten von 
Zahlen anwenden darf. 

7. Man verwendet das Zeichen = (gleich), um die Gleich- 
heit zweier Zahlen auszudrücken, das Zeichen =|= (verschieden 
von), um anzuzeigen, daß zwei Zahlen ungleich sind, die 
Zeichen > (größer als) und < (kleiner als), um anzuzeigen, 
daß die eine größer ist als die andere, wobei die Öffnung des 
Zeichens stets der größeren zugewendet ist. So schreibt man: 

145 - 145, 
und nennt dies eine Gleichung. Femer schreibt man: 

143 + 138, 

3<5, 

107 < 110, 

2350 > 998, 

2402 > 2399, 

0<1<2<3<4<5<6<7<8<9<10..., 

und sagt, daß in diesen Fällen Ungleichheiten vorliegen. 
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Die Reihe 0^ 1, 2^ 3, 4^ . . . der ganzen Zahlen ^ die in 
wachsender Ordnung aufeinanderfolgen-, ohne daß eine weg- 
gelassen ist, heißt die natürliche Beihe der ganzen Zahlen. 

Aufgaben zu Kapitel I 

• 

Die Aufgaben zur Zählung erfordern die Kenntnis der vier Rech- 
nungsarten; ohne diese Kenntnis liefert die Zählung nur ein empirisches 
Mittel, zu zählen und die Zahlen zu schreiben (mit Hilfe der Tabellen 
von Strichen). Daher wird man auch Aufgaben zur Zählung später, nach 
der Lehre von den vier Rechnungsarten, finden. 



Kapitel II 

und Subtraktion 

I. Addition 

8. Erklärung und Eigenscliaften. Hier habe ich 3 Kugeli) 
in einem Beutel und 4 Kugeln in einem zweiten Beutel. Wenn 
wir sie aUe in einen dritten Beutel tun, so sagen wir, die An- 
zahl der Kugeln, die sich in dem dritten Beutel befinden, 
also 7, sei die Summe der Anzahlen der Kugeln, die sich vor- 
her in den beiden Beuteln befanden, und schreiben 

3 + 4 = 7 

(gelesen: 3 plus 4 gleich 7). 

Die Addition ist also das Verfahren, das zum Ziele hat, 
die Summe zweier (oder mehrerer) gegebener Zahlen oder 
Summanden zu finden. Genauer gesagt: die Summe zweier 
Zahlen, die im Dezimalsystem geschrieben sind, soll ebenfalls 
in diesem System geschrieben werden. 

Wir werden zunächst für die Addition einige Lehrsätze 
aussprechen, die eine Folge des Grundsatzes von der Unver- 
änderlichkeit der Anzahl sind, und sie durch Beispiele aus dem 
täglichen Leben veranschaulichen. 

Die Summe mehrerer Zahlen ist unabhängig von ihrer 
Reihenfolge. Hier habe ich fünf Beutel mit Kugeln und hier ist 
eine Schublade. Ich entleere nacheinander die fünf Beutel in 
die Schublade. Dann wird die Zahl der Kugeln, die sich 
schließlich in der Schublade befinden, dieselbe sein, in welcher 
Reihenfolge man auch die Summe zustande bringt. 

Außerdem ist es gleichgültig, ob man zuerst Kugeln aus 
mehreren Beuteln in einen Beutel vereinigt und darauf diese 
Summe in die Schublade legt, oder sie nacheinander hineinlegt. 

Lehrsatz 1. Bei der Addition von mehreren Zahlen darf 
man einzelne von ihnen durch ihre Summe ersetzen oder um- 
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gekehrt eine von ihnen in eine Summe zerlegen und diese Summe 
durch ihre Summanden ersetzen. 

Klammem werden angewandt^ um auszudrücken^ daB die im 
Innern der Klammem angedeuteten Additionen Tor den Additionen 
auszuführen sind^ die sich auf die ganze Elammer beziehen. 
Bei dieser Festsetzung erhält man als Beispiele für den Lehr- 
satz Gleichungen wie die folgenden: 

3 + 2 + 4 + 1=^ (3 + 2) + (4 + 1) ==5 + 5, 

5 + 6 = (2 + 3) + (4 + 2) = 2 + 3 + 4 + 2. 

Nehmen wir femer an, Paul, Peter, Jakob und 
Johann wollten alle Pfennige, die sie besitzen, zu einem ge- 
meinsamen Kaufe vereinigen. Sie können dann all ihr Geld 
einem yon ihnen, z. B. dem Paul übergeben, oder Peter kann 
seine Pfennige dem Paul, Jakob seine dem Johann geben, 
worauf Johann alles, was er nun hat, dem Paul gibt. Einer 
von ihnen, etwa Peter, könnte auch seine Pfennige in drei 
verschiedene Rocktaschen verteilen, und den Inhalt seiner ver- 
schiedenen Taschen nacheinander hergeben. Das Ergebnis 
würde schließlich immer dasselbe sein. 

Diese verschiedenen Bemerkungen sind so selbstverständlich, 
daß man sie für überflüssig halten könnte. Man darf jedoch 
nicht übersehen, daß die ganze Mathematik eiu System von 
(mehr öder weniger fem liegenden) Folgerungen aus Be- 
merkungen ist, die ebenso selbstverständlich sind wie diese; 
damit aber auch die Folgerungen als vollkommen gesichert er- 
scheinen, ist es durchaus erforderlich, daß im Geiste kein 
Zweifel über den Ausgangspunkt besteht. 

9. Rechtfertigung der Bechenregeln. Besondere 
Fälle, a) Es seien zunächst zwei Zahlen mit nur einer Ziffer zu 
addieren, z. B. 7 und 5. Man deutet diese Rechnung folgender- 
maßen an: 7+5. Um 5 zu 7 hinzuzufügen, hat man zu 7 
nacheinander alle Einheiten von 5, also fünfmal nacheinander eine 
Einheit hinzuzufügen. Man kann daher folgende Tabelle bilden: 

12 3 4 5 
7 8 9 10 11 12. 

Fügt man eine Einheit zu, so ergibt sich 8; fügt man 2 
zu, so erhält man 9, usw.; fügt man schließlich 5 Einheiten 
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zu^ SO erhält man 12. Hierauf kommt das Verfahren heraus^ 
das man als Addition durch Fingerrechnen bezeichnet. Beim 
praktischen Rechnen muß man das Ergebnis^ das man beim Zu- 
sammenzählen zweier einstelliger Zahlen erhält, auswendig wissen. 

Anstatt zu sagen: man solle zwei Zählen addieren, die 
beide nur mit einer Ziffer geschrieben werden, sagen wir der 
Kürze halber auch, man solle die beiden Ziffern addieren; ge- 
meint ist damit, daß man die beiden ZaMen zusammenzählen 
soll, die durch diese Ziffern bezeichnet werden. 

h) Es seien nunmehr zwei Zahlen zu addieren, die beide 
aus einer einzigen Wertziffer (Nr. 2) und einer gleichen An- 
zahl darauf folgender NuUen bestehen; z. B. 30 und 40, oder 
400 und 700, oder 6000 und 9000. Um 30 und 40 zu 
addieren, bedenke man, daß 30 drei Zehner und 40 vier 
Zehner bedeutet. Vereinigt man beide Gruppen von Strichen, 
die diese Zahlen darstellen, so erhält man augenscheinlich 
7 Zehner und schreibt 70. Man zählt also die Ziffern der 
Zehner zusammen, ohne sich um die Null zu kümmern, die 
man einfach hinübemimmt. Ebenso ist: 

200+ 300= 500, 

30000 + 60000 = 90000. 

Die Regel ist etwas weniger einfach, wenn die Summe 
der beiden Wertziffem gleich 10 oder größer ist. Es mögen 
zum Beispiel die Zahlen 600 und 700 gegeben sein. Wenn 
wir sie durch Ghruppen von Strichen darstellen, so erhalten 
wir 6 Hunderter und 7 Hunderter, und wenn wir diese ver- 
einigen, erhalten wir mehr als 10 Hunderter. Nach dem 
Prinzip der dezimalen Zählung müssen wir 10 Hunderter zu- 
sammenfassen, so daß wir eine Einheit der nächst höherer Ord- 
nung erhalten, nämlich einen Tausender. Es bleiben dann noch 
3 Himderter übrig, und man schreibt die Summe also 1300. 
Die Summe ergibt sich also auch hier, indem man die Wert- 
ziffem ohne Rücksicht auf die Nullen addiert, und diese Nullen 
rechts an die so erhaltene Zahl ansetzt. Ebenso ist: 

3000+ 8000= 11000, 

50000 + 60000=110000, 

300 + 700 = 1000 . 
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c) Als letzten Sonderfall wollen wir endlich mehrere Zahlen 
addieren, deren jede aus einer Wertziffer und Nullen besteht^ 
wobei aber die Zanl der Nullen für die gegebenen Zahlen 
verschieden sein soll. Es sei zum Beispiel folgende Addition 
auszuführen: 

40 + 5 + 300 + 60000 + 8000. 

Man braucht sich nur die Bedeutung jeder dieser Zahlen 
klar zu machen, um einzusehen, daß ihre Summe eine Zahl 
bildet, die man unmittelbar im Dezimalsystem schreiben kann. 
Man hat nämlich 5 Einer, 4 Zehner, 3 Hunderter, 8 Tausender, 
6 Zehntausender, die Summe ist also 68345. 

Ebenso würde man erhalten: 

400 + 6 + 3000 = 3406, 

50 + 30000 = 30050, 

500 + 60000 = 60500. 

Umgekehrt ist es möglich, jede im Dezimalsystem ge- 
schriebene Zahl als Summe von ebensovielen Zahlen aufzufassen, 
als sie Wertziffem hat. Hierbei wird jede der Zahlen aus einer 
Wertziffer und soviel Nullen gebildet, wie in der gegebenen 
Zahl hinter ihr stehen. So ist: 

6854 = 6000 + 800 + 50 + 4. 

Man betrachtet diese Bemerkung bisweilen als einen Be- 
standteil der Zählung, Sie bildet allerdings eine wesentliche 
Ergänzung dazu, kann jedoch dabei entbehrt werden. Man 
kann sich nämlich sehr wohl denken, daß jemand erfahrungs- 
gemäß bis hundert zählen kann, also die Bedeutung der Worte 
sechsundvierzig, vierzig, sechs wohl versteht und auch die ent- 
sprechende schriftliche Darstellung, 46, 40, 6 kennt, daß er 
sich aber nicht bewußt geworden ist, daß 46 = 40 + 6 ist. 

10. Allgemeiner Fall. Es mögen nunmehr zwei be- 
liebige Zahlen, z. B. 2317 und 541, zu addieren sein. Wir 
wollen diese Addition auf die schon behandelten Fälle zurück- 
führen. Hiemach ist: 

2317 = 2000 + 300 + 10 + 7, 

541 = 500 + 40 + 1. 



Kapitel II. Addition und Subtraktion 13 

Um diese beiden Zahlen zu addieren^ ist es erlaubt, die 
verschiedenen Bestandteile der Summen, die ihnen gleich sind, 
zusammenzuzählen, und da der Wert einer Summe nicht Ton 
der Reihenfolge der Summanden abhängt, können wir nach* 
einander schreiben: 

2317 + 541 = 2000 + 300+ 10+ 7 + 500 + 40 + 1, 

2317 + 541 -= 2000 + 300 + 500 + 10 + 40+ 7 + 1. 

Nun ist aber: 

300 + 500 = 800, 

10+ 40= 50, 

7+ 1= 8. 

Wenn wir also die Bestandteile der Summe durch ihre 
ausgerechnete Summe ersetzen, können wir so schreiben: 

2317 + 541 = 2000 + 800 + 50 + 8 = 2858. 

Beim praktischen Rechnen ist es nicht nötig, diese Zer- 
legung und die darauffolgende Wiedervereinigung durchzuführen. 
Man setzt vielmehr die Zahlen so untereinander, daß die Ziffern 
von gleicher Ordnung in dieselbe Spalte kommen: 

2317 
541 

2858. 

Um das Ergebnis zu erhalten, genügt es, die Ziffern, die 
in derselben Spalte stehen, zu addieren, und die Summe unter 
diese Spalte zu schreiben. Unser Gedankengang führt uns 
also auf die wohlbekannte praktische Regel, die hiermit be- 
wiesen ist. 

Bei dem von uns gewählten Beispiel war die Summe der 
Ziffern von derselben Ordnung stets kleiner als 10. Wenn 
dies nicht der Fall ist, wird die Regel etwas weniger einfach. 

Es seien z. B. die Zahlen 345, 456, 527 zusammenzu- 
zählen. Dann ist: 

345 = 800 + 40 + 5, 

456 = 400 + 50 + 6, 

527 = 500 + 20 + 7, 
und daher wird: 

345 + 456 + 527 = 300 + 400 + 500 + 40 + 50 + 20+5 + 6+7. 
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Nun ist aber 

5 + 6 + 7 = 18 = 10 + 8. 

Man kann also, indem man 5 + 6 + 7 durch 10+8 ersetzt, 
folgendermaßen schreiben: 

345 + 456 + 527 =-300 + 400 + 500 + 40 + 50 + 20+ 10 + 8. 

Zu den Zehnem 40 + 50,/+ 20, die sich aus den gegebenen 
Zahlen ergaben, kommt also noch 1 Zehner hinzu, der aus 
der Addition der Einer hervorgeht. Man sagt, die Ziffer 1 sei 
im Sinn zu behalten. Ebenso ist: 

40 + 50 + 20 + 10 - 120 == 100 + 20, 
und daher: 

345 + 456 + 527 = 300 + 400 + 500 + 100 + 20 + 8. 

Endlich ist: 

300 + 400 + 500 + 100 = 1000 + 300 = 1300. 

Schließlich ergibt sich also: 

345 + 456 + 527 = 1300 + 20 + 8 = 1328. 

Beim praktischen Rechnen befolgt man die Regel: 
Beclienregel 1. Um movere ganze Zahlen zu addieren, schreibt 
man sie so untereinander, daß die Ziffern, die Einheiten von 
derselben Ordnung darstellen, in dieselbe Spalte kommen. Man 
addiert im Kopfe die Ziffern, die in der rechten Spalte stehen, 
und schreibt das Ergebnis unten hin, wenn es Meiner als 10 ist; 
ist es größer als 10 oder gleich 10, so schreibt man nur die 
Ziffer der Einer hin und behalt die Anzahl der Zehner im Sinn, 
Zu dieser im Sinn behaltenen Zahl fügt man nacheinander die 
verschiedenen Ziffern der Zehnerspalte hinzu und verfährt genau 
so, wie bei der vorhergehenden Spalte, So fährt man fort, bis 
man alle Spalten erschöpft hat Unter die letzte Spalte schreibt 
man das ganze Ergebnis hin, mag es nun Meiner oder größer 
als 10 sein. Die Zahl, die von den hingeschriebenen Ziffern 
gebildet wird, ist die gesuchte Summs, 

Diese und die folgenden Bechenregdn soll man nicht etwa 
auswendig lernen. Man sollte vielmehr, nachdem man sie auf- 
merksam durchgelesen hat, das Buch schließen und versuchen, 
die Regeln selbst zu formulieren; so wird man sich überzeugen, 
ob man nicht nur den Mechanismus des Rechnens handhaben 
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kann, sondern auch yerstanden bat, warum man so verfährt 
und nicht anders. 

Bei unserem Beispiel legt man die Rechnung folgender- 
maßen an: 

345 

456 
527 

1328. 

Man pflegt dabei kurz, aber freilich nicht korrekt zu sagen: 
5 und 6 ist 11, und 7 ist 18; ich setze 8 hin und behalte 
1 im Sion; 1 und 4 ist 5, und 5 ist 10, und 2 ist 12; ich 
setze 2 hin und behalte 1 im Sinn; 1 und 3 ist 4, und 4 
ist 8, und 5 ist 13; ich schreibe 13 hin. 

II. Subtraktion 

11. Erklärung und Eigenschaften. Auf einem Zahlbrett 
liegen 9 jfC. Ich nehme 4 davon weg. Dann bleiben 5 JC 
liegen. Man sagt, diese Anzahl 5 sei die Differenz der An- 
zahlen 9 (Minuendus) und 5 (Stibträhendus) und schreibt 

9-4 = 5 

(gelesen: 9 minus 4 gleich 5). 

Die Subtraktion ist also das Verfahren, das zum Ziele hat, 
die Differenz zweier gegebener Zahlen zu finden. 

Wenn man von einer Menge eine bestimmte Anzahl von 
Gegenständen wegnimmt und darauf dieselben Gegenstände 
wieder hinzufügt, so erhält man offenbar die ursprüngliche 
Menge wieder. Hieraus ergibt sich eine neue Fassung unserer 
Erklärung der Subtraktion; diese läßt sich nämlich auch an- 
sehen als Umkehrung der Addition: 

Erklärung. Die Subtraktion ist das Verfahren , das eum 
Ziele hat, zu zwei gegebenen Zahlen eine dritte, die Differenz, 
zu finden, die zur zweiten, dem Subtrahendus, addiert eine Summe 
liefert, die der ersten Zahl, dem Minuendus, gleich ist. 

Damit die Subtraktion möglich ist, darf der Minuendus 
nicht kleiner sein als der Subtrahendus. Wenn nur 9 t/fC auf 
dem Zahlbrett liegen, so kann ich nicht 12 <M wegnehmen. 
Nehme ich aber 9 t/fC weg, so bleibt davon nichts übrig; ist 



1^ Arithmetik 



also der Minuendus gleich dem Subtrahendus ^ so ist die 
Differenz gleich Ntdl. 

Die Erklärung der Subtraktion und der Grundsatz von 
der Unveränderlichkeit der Anzahl haben einige wichtige Eigen- 
schaften zur Folge. 

Lehrsatz 2. Man subtrahiert eine Summe von einer Zahl, 
indem man nacheinander die einzelnen Summanden subtrahiert 

Will ich zum Beispiel die Summe 2 + 3, die gleich 5 ist, 
von 9 subtrahieren, so ist es dasselbe, ob ich sage 9 — 5 = 4 
oder ob ich sage 9 — 2 = 7, 7 — 3 = 4. Habe ich 9 cS und 
will davon 2 dem Jakob und 3 dem Johann geben, so ist es 
dasselbe, ob ich ihnen ihr Geld nacheinander gebe, oder ob ich 
die 5 oS dem Peter gebe mit dem Auftrag, sie unter die beiden 
zu verteilen, d. h.: 

9 - (2 + 3) = 9 - 2 - 3; 

dabei gibt die Klammer an, daß man die Addition 2 + 3, die 
im Innern der Klammer angedeutet ist, vor der Subtraktion 
ausführen soll, die durch das vor der Klammer stehende Minus- 
zeichen angezeigt ist. 

Lehrsatz 3. Um eine Differenz zu addieren, hat man den 
Minu£ndus zu addieren und von der erhaltenen, Summe den 
Subtrahendus zu subtrahieren. 

Ich habe 8 cS, und man soll mir (5 — 2) c/fC geben. 
Man kann das auf zwei Arten bewerkstelligen. Entweder gibt 
man mir die Differenz 5 — 2, d. h. 3 cJC, oder man gibt mir 
5 cS und verlangt 2 oS zurück. Mag man den einen oder den 
andern Weg einschlagen, so werde ich weder ärmer noch 
reicher sein: 

8 + (5 - 2) = 8 + 5 - 2. 

Lehrsatz 4. Um die Differenz zweier Zahlen zu sub- 
trahieren, hat man den Minuendus zu subtrahieren und zu der 
erhaltenen Differenz den Subtrahendus zu addieren. 

Ich habe 10 cJC und schulde 3 c/fC. Wenn ich kleines 
Geld habe, kann ich die 3 c/^ bezahlen, und es bleiben mir 
noch 7 c/fC. Habe ich aber nur ein Fünfmarkstück, kann 
ich es hingeben und 2 kM zurückverlangen. Das Ergebnis 
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ist dasselbe; anstatt sofort (5 — 2) c/^ zu geben^ habe ich 5 c4C 
gegeben und 2 kAC erhalten, d. h.: 

6 _. (6 - 2) = 6 - 5 + 2. 

12. Der gemeinsame Name für Summe und Differenz ist 
Klammer, Der gemeinsame Name für Summandus, Minuendus 
und Subtrahendus ist Glied, Der gemeinsame Name für 
Addieren und Subtrahieren ist Vereinigen. Indem wir diese 
Benennungen benutzen, können wir als Verallgemeinerung des 
Lehrsatzes 1 den folgenden sehr wichtigen Lehrsatz aussprechen: 

Lehrsatz 5. 8oU mcm mehrere Glieder oder mehrere 
Klammern oder mehrere Glieder und mehrere Klammem ver- 
einigen, so ist die Beihenfolge, in der dies geschieht, gleichgültig. 

Ich habe 6 c/^. Dazu soll ich von Jakob 3 «^ imd 
von Johann 1 cJC erhalten; bezahlen soll ich an Paul 4 c/^ und 
an Peter 2 c/^. In welcher Reihenfolge man auch diese verschie- 
denen Handlungen ausführt, das Ergebnis wird dasselbe sein. 
Wenn ich an Paul bezahle, habe ich (6 — 4) c/^. Wenn 
daraufhin Jakob an mich bezahlt, habe ich (6 — 4 + 3) c/fC. 
Bezahle ich an Peter, so habe ich (6 — 4 + 3 — 2) c/^, und 
wenn endlich Johann an mich bezahlt hat, habe ich 
(6 — 4 + 3—2+1) c/^« Hätte ich dagegen nacheinander mit 
Peter, Jakob, Johann und Paul abgeschlossen, würde ich 
(6 — 2 + 3 + 1 — 4) c/^ gehabt haben. Mithin gilt die Gleichung: 

6-4 + 3-2 + 1 = 6-2 + 3 + 1-4; 

die Rechnungen sind in der Reihenfolge, in der sie angedeutet 
werden, möglich. Wenn ich aber 2 c//( hätte, 5 cJC dazu 
empfangen und 6 tJC bezahlen sollte, so könnte ich offenbar nicht 
bezahlen, bevor ich empfangen habe. Wir kommen in der 
Algebra, bei der Theorie der sogenannten negativen Zahlen, 
auf diesen Punkt zurück. 

Lehrsatz 6. Eine. Differenz bleibt unverändert, wenn man 
dieselbe Zahl zu dem Mimtendm und dem Subtrahendus addiert 
oder von ihnen subtrahiert. 

Man kann diesen Lehrsatz als eine unmittelbare Folgerung 
aus den vorhergehenden ansehen; es ist jedoch nicht über- 
flüssig, ihn besonders auszusprechen und über ibn nach- 

Borel-Stäckel, Die Elemente der Mathematik I 2 
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zudenken. Ich habe 6 jKf und soll davon 4 <Al bezahlen. 
Man gibt mir 3 jH mit der Bedingung^ daß ich auch 3 tM 
mehr bezahle. Das ändert an meiner Lage nichts. Man kann 
also schreiben: 

6 - 4 = (6 + 3) - (4 + 3) = 9 - 7. 

Ebenso nehme ich an^ ich hätte 9 jfi und sollte morgen 
7 jfC bezahlen. Ich gebe schon heute 3 jK unter der Be- 
dingung^ daß ich morgen 3 jfC weniger zu bezahlen habe. 
Meine Lage hat sich nicht geändert. Man kann also schreiben; 

9 _ 7 =, (9 _- 3) _ (7 - 3) - 6 - 4. 

13. Bechtfertignng der Becheuregeln. 

Besondere Fälle. Der einfachste Fall bei der Subtraktion 
ist der; wo der Minuendus und der Subtrahendus beide nur 
eine ZiflFer haben. In diesem Fall muß man wie bei der 
Addition das Ergebnis unmittelbar wissen. 

Wenn man das Ergebnis der Subtraktion nicht kennt, so 
kann man es finden, indem man auf die Erklärung der Sub- 
traktion als TJmkehrung der Addition zurückgeht. Es sei zum 
Beispiel 8 von 14 abzuziehen. Dann handelt es sich darum 
zu ermitteln, welche Zahl zu 8 addiert 14 ergibt. Man braucht 
nur die folgende Tabelle aufzuschreiben: 

8 9 10 11 12 13 14 

12 3 4 5 6, 

um zu ermitteln, daß diese Zahl 6 ist. Das was man als 
Sicbtraktion dwrch Fingerrechnen bezeichnet, ist im Grunde 
dieses Verfahren. 

Fast ebenso einfach verfährt man, wenn Minuendus und 
Subtrahendus beide aus einer WertziflFer und gleichvielen 
Nullen bestehen. Die Regel für den entsprechenden Fall bei der 
Addition liefert uns sofort das Ergebnis. So ist zum Beispiel: 

90- 60= 30, 

900 - 600 = 300. 

Allgemeiner FaJL Es möge 2436 von 5849 abzuziehen 
sein. Man schreibt: 

5849 == 5000 + 800 + 40 -|- 9, 

2436 = 2000 + 400 + 30 + 6. 
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Unter Anwendung der Lehrsätze 2 und 5 ergibt sich daraus: 

5849 - 2436 = 5000 + 800 + 40 + 9 - 2000 - 400 - 30 - 6 

= 5000 - 2000 + 800-400 + 40-30 + 9-6 

= 3000 + 400+10 + 3 

= 3413. 

Beim praktischen Rechnen legt man die Aufgabe folgen- 
dermaßen an: 

5849 

2436 

3413. 

Es genügt, jede Ziffer von der über ihr stehenden abzuziehen; 
man hat also genau dieselben Operationen auszuführen wie bei 
der früheren Zerlegung. 

Bei unserm Beispiel war jede einzelne Subtraktion mög- 
lich. Wenn wir aber 345 von 622 abziehen sollen, so bemerken 
wir, daß wir bei der Zerlegung 

622 - 345 ==600-300 + 20-40 + 2-5 

die 5 nicht von 2 und 40 nicht von 20 abziehen können. 
Man geht dieser Schwierigkeit aus dem Wege, indem man sich 
des Lehrsatzes 6 bedient; denn hiemach kann man schreiben: 

622 - 345 = 622 + 100 + 10 - (345 + 100 + 10) 

= 600-300-100 + 100 + 20-40-10 + 10 + 2-5 
= 600 - 400 + 120-50 + 12-5 

= 200 + 70+7 

= 277. 

Beim praktischen Rechnen verfährt man folgendermaßen: 

Man schreibt den Subtrahendus unter den Minuendus, indem 

man die Einheiten von derselben Ordnung sich entsprechen 

läßt, also folgendermaßen: 

622 

345 



7. 

Man erkennt, daß man 5 nicht von 2 abziehen kann, und zieht 

deshalb 5 von 12 ab, was 7 ergibt; man hat hierdurch 10 zu 

622 hinzugefügt; deshalb muß man auch 10 zu 345 hinzufügen, 

2* 
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oder mit anderen Worten, man zieht in der zweiten Spalte 
5 statt 4 ab. 

Mau kann die Lehre von der Subtraktion auf eine ein- 
fachere Art darstellen, indem man diese als die ümkehmng der 
Addition betrachtet. Um dieses Verfahren ins rechte Licht zu 
setzen, wollen wir f&r den Augenblick den folgenden Ansatz 
statt des gewöhnlichen benutzen: 

345 



622 

Wir betrachten 622 als die Summe von 345 und einer 
unbekannten Zahl, die wir durch drei Punkte angedeutet haben. 
Wenn wir die Addition von 345 und der unbekannten Zahl 
in Gedanken ausführen, so können wir offenbar die Ziffer 2 
bei der verlangten Summe in der Spalte der Einer nicht er- 
halten, indem wir eine Ziifer zu der Ziffer 5 addieren; denn 
wir würden sonst 5, 6, 7, 8 oder 9 erhalten. Da wir jedoch 
die Summen der ersten zehn Zahlen auswendig gelernt haben, 
wissen wir, daß wir, um 12 zu erhalten, eine 7 unter die 5 
schreiben müssen. Wir sagen deshalb: 5 und 7 ist 12; ich 
setze 2 hin und behalte 1 im Sinn: 

345 
..7 



622. 

Wir schreiben also 7 an die Stelle des dritten Punktes. Darauf 
sagen wir: 1 im Sinn und 4 ist 5, und 7 ist 12 (wir schreiben 
die Ziffer 7 in dem Augenblick hin, wo wir sie aussprechen), 
ich setze 7 hin und behalte 1 im Sinn: 

345 

622. 

Endlich: 1 im Sinn und 3 ist 4 und 2 ist 6; wir 
schreiben die Ziffer 2 in dem Augenblicke hin, wo wir sie 

aussprechen: 

344 
277 

622. 
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Auf diese Art können wir aagenscheinlich auch ver- 
fahren^ wenn wir den gewöhnlichen Ansatz 

622 
345 

277 

benutzen. Man kann deshalb folgende Regel aussprechen: 

Beohenregel 2. Um eine Subtraktion auszuführen, schreibt man 
den Subträhendus unter den Minuendus, wobei man die Einheiten 
von derselben Ordnung sich entsprechen läßt Man erhalt die 
Ziffer der Einer in der Differenz, indem man die Ziffer der 
Einer in der zweiten Zeüe von der darüberstehenden Ziffer ab- 
zieht; ist diese Subtraktion unmöglich, so fügt man 10 zu der 
darüberstehenden Ziffer hinzu und behalt die 1 im Sinn, 
Man erhalt sodann die Ziffer der Zehner auf dieselbe Art, in- 
dem man wohl beachtet, daß die abzuziehende Ziffer um die etwa 
im Sinne behaltene Zahl zu vermehren ist. In dieser Weise 
fährt man fort, solange noch Ziffern vorhanden sind. 

Man kann übrigens die eine oder die andere von den 

folgenden kurzen, aber freilich nicht korrekten Sprechweisen 

gebrauchen: 

3567 

958 

2609. 

Entweder: 8 von 17 bleibt 9, 1 im Sinn; 1 und 5 ist 6 
von 6 bleibt 0; 9 von 15 bleibt 6, 1 im Sinn; 1 von 3 bleibt 2. 
Oder: 8 uad 9 ist 17, 1 im Sinn; 1 und 5 ist 6 und ist 6; 
9 und 6 ist 15, 1 im Sinn; 1 und 2 ist 3. 



Aufgaben zu Kapitel II 

1. Welches Gewicht hat ein Gegenstand, wenn man auf einer 
Wage das Gleichgewicht derart hat herstellen können, daß man in die 
eine Wagschale ein Eilogrammstück, in die andere den Gegenstand, 
ein Gewichtsstück von 10 g nnd drei Gewichtsstücke von je 1 g ge- 
legt hat? 

2. Johann besitzt ein Grundstück von 80 Jia, Er verkauffc als Bau- 
plätze 460 qm an Peter, 600 qm an Jakob, 600 qm an Paul. Wieviel 
qm behält Johann übrig? 
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3. Man hat einen Sandhaufen von 3 cbm. Davon nimmt man 
nacheinander 16 7, 60 2, 9 hl weg. Welchen Banminhalt hat der übrig- 
bleibende Sand? 

4. Die Bevölkerung der verschiedenen Provinzen des prenßischen 
Staates in den Jahren 1890 und 1900 wird durch folgende Tabelle gegeben : 



Provinz 


Bevölkerung 
1890 1900 


Ostpreußen 


1968663 
1433681 
1678794 
2 641 783 
1620889 
1761642 
4224468 
2680010 
1219623 
2278361 
2428661 
1664426 
4710391 
66086 


1996626 


Westpreußen 


1663668 


Stadtkreis Berlin 


1888848 


Brandenburg 


3108664 


Pommern 


1634832 


Posen 


1887276 


Schlesien 

Sachsen 


4668867 
2832616 


Schleswiir-Holstein 


1387968 


Hannover 

Westfalen ' 

Hessen-Nassau 


2690939 
3187777 
1897981 


Rheinland 

HohenzoUem 


6769798 
66780 



Berechne, wie groß die Bevölkerung Preußens in den Jahren 1890 
und 1900 war und um wieviel sie in diesem Zeitraum von 10 Jahren 
zugenommen hat. 

6. Man addiere die folgenden Zeiträume: 3 Std 16 Min 34 Sek, 
4 Std 6 Min 26 Sek, 1 Std 60 Min 12 Sek. 

6. Ein Vater hat 6 Kinder. Das kleinste ist 12 Jahre alt; die 
andern sind der Reihe nach 4, 6, 9 und 11 Jahre älter als dieses. Welche 
Summe ergibt das Alter aller 6 Kinder zusammen? 

7. Führe folgende Additionen aus: 

12642+ 9999, 
13426+ 9998, 
14620 + 99997. 

8. Führe folgende Subtraktionen aus: 

4326— 999, 
32667 — 9998, 
43660 — 9996. 

9. Ziehe von 10000 folgende Zahlen ab: 3467, 2 994, 3436, 6149, 
9834, 8991. 

10. Benutze die Ergebnisse der vorhergehenden Aufgabe, um fol- 
gende Subtraktionen durch Additionen zu ersetzen: 
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23451—3467, 
24630 — 2994, 

8762 — 3485, 

9660 — 5149, 
88421 — 9884, 

9867 — 8991. 

11. Es sei folgende Reihe von Bechnangen vorgelegt: 

23467 — 4622 + 4627 — 9648. 

Man kann sie durch folgende ersetzen: 

23457 + (10000 — 4622) -(- 4627 + (10000 — 9643) — 10000 — 10000. 
Die Differenzen 10000 — 4622 und 10000 — 9648 wird man leicht er- 
halten und hat deshalb nur eine Addition von vier Zahlen auszufuhren 
und darauf zweimal 10000 von dem Ergebnis zu subtrahieren. Führe 
dies aus! 

12. Wende die Methode der vorangehenden Aufgabe auf die Be- 
rechnung folgender Ausdrücke an: 

4263 — 246 + 6824 — 997 + 12646 — 8994, 

2 684 — 346 + 346 762 — 98 649 — 9 989 , 

4 676 — 246 + 367 638 — 89 698 — 3 976 . 

13. Zeige, daß man jede Zahl unter 121 erhalten kann, indem man 

die Zahlen 1, 3, 9, 27, 81, oder nur einige von ihnen, zusammenzählt 

oder abzieht, ohne daß jede mehr als ein einziges Mal genommen wird. 

Z. B. hat man: 

62 = 81 — 27 + 9 — 1, 

14 = 27 — 9 — 3 — 1, 

106 = 81 + 27 — 3. 

Auf die soeben beschriebene Art sollen die Zahlen zwischen 30 und 40 
und die Zahlen zwischen 90 und 100 ausgedrückt werden. 



Kapitel m 

Multiplikaüon der ganzen ZaMen 

I. Erklärung und Eigenschaften 

14. Die Addition wurde erklärt (Nr. 8) als das Verfahren, 
das zum Ziele hat^ die Summe zweier oder mehrerer gegebener 
Zahlen, der Summanden, zu finden. Es kommt häufig vor, daß 
bei einer solchen Summe alle Summanden einander gleich sind. 
Hat man zum Beispiel die Summe 

3+3+3+3 

zu berechnen, so sagt man kürzer, diese Summe sei gleich dem 
Produkt 4 • 3 (gelesen vier mal drei): 

43 = 3 + 3 + 3 + 3 = 12. 

Die Bildung eines Produktes heißt Multiplikation, Die Multi- 
plikation ist also eine abgekürzte Addition. 

Nach dem Lehrsatze 1 (Nr. 8) können wir die Addition 
auch so ausführen, daß wir zuerst jeden der Summanden in 
eine Summe von lauter Einern zerlegen, darauf von jedem 
Summanden eine 1 nehmen, was als Summe 4 ergibt, und 
dieses Verfahren zweimal wiederholen. Statt der Summe 
3 + 3 + 3 + 3 erhalten wir so die gleiche Summe 4 + 4 + 4. 

Folglich ist: 

43 = 34. 

Aus diesem Grunde nennt man die Zahlen 3 und 4 mit einem 
und demselben Worte die Faktoren des Produktes 12, und es 
gilt der wichtige Lehrsatz: 

Lehrsatz 7. Das Produkt zweier Faktoren ändert sich nicht, 
wenn man die Faktoren vertauscht 

Dieser Lehrsatz bedarf einer wesentlichen Ergänzung. 
Nach der ursprünglichen Erklärung der Multiplikation als einer 
abgekürzten Addition muß nämlich der erste Faktor von Eins 
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verschieden sein. Aus der Erklärung folgt zwar, daß das 
Produkt 4 • 1 die Summe 1 + 1 + 1 + 1, also 1 ist, das Pro- 
dukt 1 • 4 ist jedoch noch nicht erklärt worden. Man erklärt 
es jetzt, indem man verlangt, daß der vorhergehende Lehrsatz 
auch in diesem Falle gelte, und hat daher: 

4. 1 « 1 .4« 4. 

Lehrsatz 8. Das Produkt von Eins mit irgend einer Zahl 
ist gleich dieser Zahl. 

Femer muß nach jener Erklärung der erste Faktor auch 
von NuU verschieden sein. Verfährt man jedoch ähnlich wie 
bei dem Faktor Eins, so erkennt man die Richtigkeit des 
Lehrsatzes: 

Lehrsatz 9. Das Produkt von NuU mit irgend einer Zahl 
oder von irgend einer Zahl mit NuU ist Null. 

Wenn keiner der beiden Faktoren gleich Null ist, kann 
das Produkt auch nicht gleich Null sein; denn es ist gleich 
der Summe mehrerer gleicher Zahlen, von denen keine gleich 
NuU ist: 

Lehrsatz 10. Ein Produkt ist NuU, wenn einer der beiden 
Faktoren gleich NuU ist, und nur in diesem FaUe. 

IB. Produkt mehrerer Faktoren. Die Schreibung 

345 

bedeutet, daß man zuerst das Produkt 3 • 4 » 12 und darauf 
das Produkt 12 • 5 »= 60 bilden soll; sie heißt auch das Produkt 
aus den drei Zahlen 3, 4, 5. Allgemein nennt man das Pro- 
dukt OAAS drei Zahlen die Zahl, die sich ergibt, wenn man das 
Produkt der ersten beiden Zahlen mit der dritten multipliziert. 
Wir werden zeigen, daß ähnlich wie bei dem Produkt von 
zwei Zahlen, auch hier das Endergebnis von der Reihenfolge 
der drei Zahlen unabhängig ist; aus diesem Grunde nennt man 
die drei Zahlen wieder die Faktoren des Produktes. Noch all- 
gemeiner ist die Erklärung: 

Erklärung. Das Produkt aus mehreren Zahlen ist die 
Zahl, die man erhält, wenn man die erste Zahl mit der zweiten 
Zahl, das Produkt mit der dritten Zahl, das neue Produkt mit 
der vierten Zahl multipliziert, und so fort, bis alle Zahlen er- 
schöpft sind. 
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Wir werden zeigen^ daß auch dieses Produkt von der 
Reihenfolge der dann vorkommenden Zahlen unabhängig ist; 
aus diesem Grunde nennt man diese Zahlen auch hier die Faktoren 
des Produktes. Dazu stützen wir uns auf folgenden Lehrsatz: 

Lehrsatz 11. Der Wert eines Produktes aus drei Faktoren 
ändert sich nicht, wenn man darin zwei aufeinanderfolgende 
Faktoren durch ihr ausgeredmetes Produkt ersetzt. 

Betrachten wir nämlich das Produkt 

2.3-5. 

Wir wollen beweisen, daß es gleich dem Produkt 

2.15 

ist, das man erhält, indem man die aufeinanderfolgenden Fak- 
toren 3 und 5 durch ihr Produkt 15 ersetzt. Um das Produkt 
2*3*5 auszurechnen, müssen wir nämlich zuerst das Produkt 
2 * 3 oder 3 • 2 bilden, d. h. die Summe von drei Zahlen, deren 
jede gleich 2 ist, und darauf dieses Produkt mit 5 multi- 
plizieren oder die Summe bilden: 

(2 -f 2 + 2) -f- (2 4- 2 -t- 2) -i- (2 -h 2 -t- 2) -h (2 + 2 + 2) 

+ (24-2 + 2), 

d. h. wenn man die E[lammern wegläßt, die Summe von 15 
Zahlen, deren jede gleich 2 ist, also das Produkt 15 • 2 
oder 2 • 15, was zu beweisen war. 

Lehrsatz 12. Umgekehrt kann man in einem Produkt aus 
zwei Faktoren irgend einen Faktor durch ein ihm gleiches Pro- 
dukt aus zwei Faktoren ersetzen. 

Diese Umkehrung unterscheidet sich nicht von dem Satze, 
den wir soeben bewiesen haben, sie sagt nämlich aus, daß 

2 . 15 = 2 * 3 * 5 
ist. 

Eine Folge davon ist, daß man in einem Produkt von 
drei Faktoren die Bethenfclge zweier belidnger aufeinander'- 
folgender Faktoren umkehren darf. Es sei nämlich das Pro- 
dukt ffegeben: 

^^ 4* 5- 6. 

Um zu zeigen, daß man zum Beispiel die Faktoren 5 und 6 
vertauschen darf, genügt es zu schreiben: 

4. 5. 6 = 4* 30 = 4* 6* 5. 
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Man wendet dabei hintereinander den Lehrsatz und seine Um- 
kehrung an. 

Wir können jetzt mit leichter Mühe den allgemeinen 
Lehrsatz beweisen: 

Lehrsatz 13. Bei einem Produkte von mehreren Faktoren 
darf man die Faktoren bdiebig vertauschen. 

Es soll zum Beispiel bewiesen werden^ daß 

5. 2. 3. 4. 6 = 4. 3-6. 2. 5. 

ist. Wir wollen zeigen^ daß man die Faktoren des zweiten Pro- 
dukts durch Yertauschungen unmittelbar aufeinanderfolgender 
Faktoren in die Reihenfolge bringen kann, die sie im ersten Pro- 
dukt haben. Zu diesem Zwecke bringe man die 5 an die erste 
Stelle, indem man sie nacheinander mit den Zahlen, die ihr 
zur Linken stehen, vertauscht, was nach dem Vorhergehenden 
erlaubt ist. Auf diese Weise erhält man: 

4-3-6-2-5 = 4.3-6-5.2 

= 4.3.5.62 
-4.5.3.6.2 
= 5.4.3.62. 

Man bringe sodann den Faktor 2 an die zweite Stelle, 

imd zwar durch Vertauschungen, die die 5 nicht verrücken. 

Dann wird: 

5.4.3.6.2 = 5.4.3.26 

= 5.4.23.6 

= 52.4.3.6. 

Darauf bringe man die 3 an die dritte Stelle, und zwar durch 
eine Yertauschung, die weder die Stellung von 5 noch von 2 
verändert. Man erhält so: 

5.2.4.3.6 = 52.3.4.6, 

and das wollten wir beweisen. 

Der Erfolg der Methode, die wir angewandt haben, be- 
ruht, wie man sieht, auf dem Umstand, daß die Faktoren, so- 
bald sie an ihre Stelle gebracht sind, dort bleiben; dazu muß 
man mit dem letzten Faktor beginnen und der Reihe nach 
fortfahren. 



28 Arithmetik 



16. MultlpUkation einer Snnune oder einer DilTe» 
rem mit einer Stahl, a) Hier sind 8 Kinder. Wenn ich 
jedem von ihnen 2 Kngehi gebe^ so brauche ich 2-8 Eugehi. 
Wenn ich darauf jedem Kinde 3 Kugeln gebe^ so brauche ich 
3 • 8 Kugehi. Ich habe also im ganzen (2 • 8 -f 3 • 8) Kugeln 
verteilt. Die Verteilung der Kugeln kann ich aber auch in 
anderer Reihenfolge Yomehmen, indem ich jedem Kinde auf 
einmal 2 + 3^ d. h. 5 Kugeln gebe^ wobei ich 5 • 8 Kugeln 
nötig habe. Wie ich auch verfahre ^ so muß ich nach dem 
Grundsatz von der Unveränderlichkeit der Anzahl zu demselben 
Ergebnis gelangen: 

5.8 = 2.8 + 3.8, 

40=16 + 24. 

Man kann auch schreiben: 

(2 + 3) .8 = 2.8 + 3.8. 

Die auf der linken Seite angewandten Klammem sollen an- 
deuten^ daß man die Addition 2 + 3 = 5 vor der Multiplikation 
mit 8 ausführen soll, während man auf der rechten Seite erst 
die Multiplikationen und dann die Addition ausführt. 

Entsprechende Festsetzungen über die Reihenfolge; in der 
die Additionen und Multiplikationen auszuführen sind^ gelten 
auch für die folgenden Gleichungen dieser Nummer. 

Lehrsats 14. Man nmltiplisiert eine Summe mit einer Zahl, 
indem man die Summanden einzeln mit dieser Zahl multipliziert 
und die erhaltenen ProduTde addiert 

um ein Beispiel zu geben^ bei dem die Summe mehr als 
zwei Summanden enthalt, wollen wir annehmen, ein Vater gebe 
jedem seiner 5 Kinder 4 Pfennige am Sonntag, 3 Pfennige 
am Montag, 2 Pfennige am Dienstag. Wieviel Pfennige hat 
er dazu nötig? Er gibt am Sonntag 4 • 5, am Montag 3 • 5 
und am Dienstag 2 > 5 Pfennige, also im ganzen: 

(4.5 + 3.5 + 2.5) Pfennige, 

oder auch: 

20 + 15 + 10 d. h. 45 Pfennige. 

Andrerseits erhält jedes Kind 4 + 3 + 2 = 9 Pfennige, 
alle fünf Kinder zusammen erhalten also 9 . 5 = 45 Pfennige» 
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Das Ergebnis ist notwendig dasselbe: 45 Pfennige. Dement- 
sprechend schreibt man: 

(4 + 3 + 2) 5 = 4. 5 + 3. 5 + 2. 5. 

Nach einem bequemen Gebrauch haben wir hinter der 
Klammer das Malzeichen weggelassen; dies kann zu keinem 
Irrtum Anlaß geben. 

6) Wir wollen jetzt folgende Frage behandeln: 6 Kinder 
hesüzen je 7 Pfennige. Jedes Kind gibt 3 Pfennige aas. Wieviel 
Pfennige behauen sie msammen übrig? Wir können auch hier 
auf zwei Arten verfahren: Entweder sagen wir: die Kinder 
hatten insgesamt 7 • 6 oder 42 Pfennige; sie geben 3 * 6 oder 
18 Pfennige aus, also bleiben ihnen 7 • 6 — 3 • 6 =» 24 Pfennige. 
Oder wir sagen: jedem Kind bleiben (7 — 3) Pfennige; es 
bleiben ihnen also zusammen (7 — 3) • 6 « 24 Pfennige. Das 
Ergebnis ist in beiden Fällen notwendig dasselbe, und es gilt 
daher die Gleichung: 

(7 - 3) 6 « 7 . 6 - 3 . 6. 

Lehrsatz 15. Man multipliziert die Differenz zweier Zahlen 
mit einer ZaM, indem man Minuendus und Suhtrahendus mit 
dieser ZaM multipliziert und die Differenz der erhaltenen Pro- 
dukte 'bildet 

c) Die Lehrsätze 14 und 15 lassen sich auch in den fol* 
genden Lehrsatz zusammenfassen: 

Lehrsatz 16. Man multipliziert eine Klammer mit einer 
ZaM, indem man ihre Glieder einzeln mit dieser ZaM multipliziert 
und die erhaltenen Produkte vereinigt. 

Wenn man also einen Ausdruck der Form hat: 

6-3 + 4-5 + 2, 

und ihn mit 5 multipUzieren soll, so braucht man nur jedes 
Glied mit 5 zu multiplizieren und die Vorzeichen beizube- 
halten. Mithin ist: 

(6 -3 + 4-5 + 2) 5=«6. 5-3. 5 + 4. 5-5. 5 + 2. 5. 



30 Arithmetik 



IL Rechtfertigmig der Reclienregel 

17. Bejsondere Fftlle, Um die praktische Multiplika- 
tionsregel zn rechtfertigen, unterscheiden wir wieder mehrere 
Fälle. Wir beginnen mit drei sehr elementaren Fällen, wo 
sich das Produkt unmittelbar hinschreiben läßt. 

Erster FaU, Von den beiden Faktoren hat jeder nur eine 
einzige Ziffer. In diesem Falle muß man das Ergebnis aus- 
wendig wissen; wenn man es nicht wissen sollte, so kann 
man es erhalten, indem man auf die Erklärung der Multipli- 
kation als abgekürzte Addition zurückgeht. Man sollte es 
jedoch vermeiden, in dem sogen&nnten. Einmaleins nachzusehen; 
so nennt man eine Tabelle, in der die Produkte der Zahlen 
1, 2, 3, . . ., 8, 9 miteinander aufgezeichnet sind. 

Zweiter FaU, Einer der Faktoren ist beliebig, der andere 
besteht aits einer 1 mit folgenden Nuden, 

Es sei zum Beispiel 325 mit 1000 zu multiplizieren, oder 
1000 mit 325. Wir müssen also die Summe von 325 Zahlen 
bilden, die gleich 1000 sind. Wir verteilen diese in Gruppen 
von je 10, und erhalten so 32 mal 10000 und dazu 5 mal 
1000. Bei dem Produkte von 32 mit 10000 erhalten wir 
wieder 3 mal 100000 und dazu 2 mal 10000. Im ganzen haben 
wir daher 3 mal 100000, 2 mal 10000 und 5 mal 1000, wo- 
für man 325000 schreibt. Dies rechtfertigt die folgende Regel: 

Sechenregel 3. TJm irgend eine Zahl mit einer aus der 1 
und mehreren Nullen bestehenden Zahl zu multiplizieren, hat man 
die NuUen in gleieher Anzahl rechts an die Zahl anzufügen. 

Bestehen beide Faktoren aus einer 1 mit folgenden Nullen, 
so vereinfacht sich die Rechenregel 3. Es sei zum Beispiel 
10000 mit 100 zu multiplizieren. Man erhält 1000000, und 
die Anzahl der NuUen des Produkts ist gleich der Summe der 
Anzahlen von Nullen in den Faktoren. Demnach gilt folgende 
Regel: 

Bechenregel 4. Um das ProduM mehrerer Zahlen zu bilden, 
deren jede aus einer 1 bestehl^ hinter der eine gewisse Anzahl 
von Nullen folgt, genügt es, auf die Eins soviel Nullen folgen zu 
lassen, als die Summe der Anzahlen von Nullen in den einzelnen 
FaJctoren beträgt. 
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Dritter Fall, Von den beiden Faktoren JuU jeder eine ein- 
zige Wertziffer, auf die eine gewisse AnzaM von Nullen folgt 
Es sei 3000 mit 400 zu multiplizieren. Nun ist: 

3000 = 3 . 1000 

400 = 4 . 100, 

folglich wird nach den Lehrsätzen von Nr. 16: 

3000 . 400 = 3 . 1000 .4-100 

= 34. 1000 . 100 

= 12.100000 

= 1200000; 

Das Ergebnis führt zu folgender Regel: 

Beohenregel 5, Um zwei Zahlen zu multiplizieren, deren 
jede OMS einer einzigen Wertziffer und einer Anzahl von Nullen 
gebildet ist, hat man an das Produkt dieser beiden Ziffern rechts 
soviel Nullen anzusetzen, als die Summe der Anzahlen von Nullen 
in den einzelnen Faktoren beträgt. 

Wenn das Produkt mit einer Null endigt, so muß man 
sie bestehen lassen und doch noch die in der Regel an- 
gegebene Anzahl von Nullen hinzufügen. Zum Beispiel: 

40 . 50 = 2000. 

18. Allgemeine Fftlle. Wir wollen jetzt die Fälle 
untersuchen, wo man das Produkt nicht sofort hinschreiben 
kann, wie in den vorhergehenden Fällen, wo vielmehr erst eine 
Rechnung nötig ist. Dabei unterscheiden wir zwei allgemeine 
FaUe, je nachdem der eine der Faktoren nur eine einzige 
Wertziffer besitzt oder beide Faktoren mehrere Wertziffem 
besitzen. 

Fester Fall. Der eine Faktor hat nur eine einzige Wert- 
Ziffer. Es sei 2375 mit 300 zu multiplizieren. Nun ist: 

2375 . 300 = 2375 • 3 • 100; 

wir haben also nur 2375 mit 3 zu multiplizieren und an das 
Produkt rechts zwei Nullen anzusetzen. 

Um 2375 mit 3 zu multiplizieren, verfahren wir folgender- 
maßen: 
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2375. 3 - (2000 + 300 + 70 + 5) 3 

= 2000 -3 + 300. 3 + 70. 8 + 6-3 

= 6000 + 900 + 210 + 15. 

Damit sind wir auf eine Addition gekommen, die wir 
80 hinschreiben wollen: 



5-3 


15 


70-3 


210 


300-3 


900 


2000-3 


6000 



7125. 

Jede der zu addierenden Zahlen hat höchstens 2 Wert- 
Ziffern; außerdem steht rechts eine Anzahl von Nullen^ die 
jedesmal um eine Einheit wächst. Infolgedessen kann man 
die Addition ausführen^ ohne die Nullen hinzuschreiben; denn 
man hat niemals mehr als eine einzige Zahl im Gedächtnis 
zu behalten y was man leicht erreicht. Man sagt also: 5 mal 3 
ist 15^ ich setze 5 hin und behalte 1 im Sinn; dabei schreibt 
man die 5 rechts hin. Dann sagt man: 7 mal 3 ist 21 und 1 
im Sinn ist 22; ich setze 2 hin und behalte 2 im Sinn. Hier- 
mit hat man die zweite Reihe addiert. Dann kommt: 3 mal 3 
ist 9 und 2 im Sinn ist 11; ich setze 1 hin und behalte 1 
im Sinn^ und schließlich: 2 mal 3 ist 6 und 1 im Sinn ist 7. 
Wenn man so verfährt^ kann man das Produkt 2375 * 3 ohne 
eine B^linmig hinzuschreiben sofort angeben. 

Mithin ist schließlich: 

2375-300 = 712500. 

Sechenregel 6. Um irgend eine Zahl mit einer cmdem zu 
multiplizieren, die aus einer Wertziffer hestehty der mehrere 
NvMen folgen, schreibt man zuerst ebensoviel Nullen hin; diese 
büden die letzten Ziffern des Produktes, Darauf multipliziert 
man aUe Ziffern des ersten Faktors mit der Wertziffer des 
zweiten Faktors, wobei man rechts anfängt; man schreibt die 
Ziffer der Einheiten eines jeden Produkts hin, behält die Ziffer 
der Zehner im Gedächtnis und fügt sie zu dem folgenden Pro- 
dvM hinzu. Mit diesem verfährt man ebenso, bis alle Ziffern 
erschöpft sind. 
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Ähnlich wie bei der Addition ist auch hier der Kürze 
wegen von der Multiplikation zweier Ziffern gesprochen worden; 
das Produkt von zwei Ziffern bedeutet dieselbe Zahl wie das 
Produkt der Zahlen^ die durch diese Ziffern bezeichnet werden. 

19. Zweiter FcUh Die heidevh Zahlen sind beliebig. Es sei 
zum Beispiel 2345 mit 875 zu multiplizieren. Man verfährt 
dann folgendermaßen: 

875 = 800 + 70 + 5, 

2345 . 875 = 2345 (800 +70 + 5) 

= 2345 . 800 + 2345 • 70 + 2345 . 5; 

man hat also nacheinander 2345 nach der vorhergehenden 
Regel mit 800, 70 und 5 zu multiplizieren und die so er- 
haltenen Einiidprodukte zu addieren. Man pflegt die Rechnung 
folgendermaßen anzusetzen: 

2345 ■ 875 

11725 

164150 

1876000 



2051875. 

Man schreibt unter einen ersten Strich das Produkt von 
2345 mit 5, dann das Produkt mit 70, dann das Produkt mit 
800. Für gewöhnlich läßt man die Nullen weg, die an der 
rechten Seite dieser Produkte auftreten würden und die wir 
durch kleinere Zeichen dargestellt haben, d. h. man schreibt 
nur die Produkte mit 5, mit 7 und mit 8 hin, sorgt aber da- 
für, daß die letzte Ziffer jedes Produkts unter die vorletzte 
Ziffer des vorhergehenden zu stehen kommt; man sagt, daß 
man dabei immer um eine Stelle nach links vorrückt Wenn der 
zweite Faktor Nullen enthält, so muß man gewisse Einzelprodukte 
um mehrere Stellen vorrücken. Zum Beispiel gestaltet sich 
die Multiplikation von 2345 mit 807005 folgendermaßen: 

2345 ■ 807005 

11725 
16415 
18760 



1892426725. 

Borel-Stäckel, Die Elemente der Mathematik I 
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20. Bemerkimg Aber die Z&hlnng. Die Lehrsatze 
über die Multiplikation erlauben uns^ das^ was wir über die 
geschriebene und gesprochene Zählung gesagt haben, zu ver- 
Yollständigen. 

Ist eine Zahl wie 264356432 gegeben, so kann man nach 
den vorhergehenden Aasführungen schreiben: 

264356432 = (2 • 100 + 6 • 10 + 4) 1000000 

+ (3 . 100 + 5 . 10 + 6) 1000 

+ (4 . 100 + 3 . 10 + 2); 

Dieser Zerlegung entspricht die Art und Weise, wie wir die 
Zahl aussprechen. Man laßt nur beim Sprechen die Additions- 
und Multiplikationszeichen weg und liest also: 

Zweihundertvierundsechzig Millionen dreihundertsechsund- 
fünfsAg Tausend merhtmdertisweiunddreißig. 

Wie man sieht, gibt es bei der gesprochenen Zählung 
eine doppelte Zerlegung der Zahl, nämlich wie man es manchmal 
nennt, in Klassen: Einer, Tausender, MiUioner usw., und in 
Ordnungen: Einer, Zehner, Hunderter. Von diesem Gesichts- 
punkte aus ist die gesprochene Zählung nicht rein dezimal; sie 
hat vielmehr gleichzeitig die Grundzahlen 10 imd 1000. 

21. Potenzen. Erklärung. Ein Produkt aus mehreren 
Faktoren, die einander gleich sind, nennt man eine Potenjs. 

Die Zahl, die mehrfach als Faktor gesetzt worden ist, heißt 
die Grundzahl der Potenz; die Zahl, die angibt, wie oft die Grund- 
zahl als Faktor auftritt, heißt der Exponent. Man schreibt 

17'1717==17' (gelesen: siebzehn hoch drei); 

17 ist die Grundzahl, 3 der Exponent. 

Ist der Exponent gleich 2, so heißt die Potenz das Quadrat 
der betreffenden Grundzahl; ist der Exponent gleich 3,4,..., 
so spricht man von der dritten, vierten, . . . Potenz der Grundzahl. 
Zum Beispiel ist 100 das Quadrat von 10, 1000 die dritte und 
1000000 die sechste Potenz dieser Grundzahl. 



Aufgaben zn Kapitel III 

14. Wieviel Sekunden hat ein Jahr von 865 Tagen? 

15. Wie groß ist das Gewicht einer Summe von 5 Million JC in 
Silber, wenn ein Einmarkstück 5 g wiegt? 
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16. Multipliziere 998 mit 10008 (beachte, daß 998 » 1000 — 2 ist). 

17. Multipliziere 995 mit 9994. 

18. Multipliziere 2992 mit 39995. 

19. Berechne die Produkte Ton 142857 mit 2, mit 8, mit 4, mit 5, 
mit 6, mit 7. 

20. Multipliziere die Zahl 111111 mit sich selbst. 

21. Multipliziere die Zahl 12845679 mit 9. 

22. Multipliziere die Zahlen 181818; 272 727: 545454 mit 11. 

28. Wie groß ist der Flächeninhalt einer Allee (Herrenhäuser Allee 
in Hannover), deren Länge 2 m und deren Breite 87 m beträgt? 

24. Welches ist der Flächeninhalt einer geradlinigen Straße von 
5 km Länge und 6 m Breite? 

25. Berechne die Quadrate von 8004; von 2008; von 5004; von 
2100084. 

26. Berechne die sechste Potenz von 8. 

27. Berechne die zehnte Potenz von 2. 

28. Eine Stunde hat 60 Minuten, 1 Minute 60 Sekunden. Wieviel 
Sekunden sind 2 Std 80 Min 50 Sek; 2 Std 85 Min 48 Sek; 6 Std 
84 Min 57 Sek; 15 Std 18 Min 84 Sek? 

29. Beweise, daß das Quadrat einer ganzen Zahl niemals mit einer 
der Ziffern 2, 3, 7, 8 endigt. 



Kapitel IV 

Division 

I. Erklärimg und Eigenscliaften 

Ebenso wie die Subtraktion als die ümkehning der 
Addition erklärt wurde, entsteht die Division durch Umkehrung 
der Multiplikation. 

Erklärung. Die Division ist das Verfahren, das zrnn Zide 
hoit, aus zwei gegebenen Zahlen eine dritte, den Qiwtienten, zu 
finden, der mit der zweiten, dem Divisor multipliziert, ein Pro- 
dukt liefert, das der ersten, dem Dividendus gleich ist 

Zum Beispiel ist der Quotient von 12 und 3 gleich 4. 
Man schreibt: 

12 : 3 = 4 (gelesen: 12 durch 3 gleich 4); 

denn es ist: 

4 . 3 = 12. 

Wenn der Dividendus von Null verschieden ist, so muß 
auch der Divisor von Null verschieden sein; denn ein Produkt, 
bei dem einer der Faktoren gleich Null ist, ist stets gleich 
Null und kann daher dejp von Null verschiedenen Dividendus 
nicht gleich sein. Den Fall, daß der Divisor und der Divi- 
dendus beide gleich Null sind, schließen wir in der Arithmetik 
von unseren Betrachtungen aus, werden aber auf ihn in der 
Algebra zurückkommen. In der Arithmetik wird also immer 
vorausgesetzt, daß der Divisor von Nufl versdhieden ist, auch 
wenn dies bei der Formulierung der Lehrsätze nicht ausdrück- 
lich ausgesprochen ist. 

23. Best bei der Division. Um den Quotienten von 
156 durch 13 zu finden, schreiben wir die Produkte von 13 
mit den aufeinanderfolgenden ganzen Zahlen hin: 
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12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 

13 26 39 52 65 78 91 104 117 130 'l43 156 165. 

Wir erhalten immer größere und größere Zahlen; man findet 
sie in der zweiten Zeile^ eine jede unter dem Faktor^ der sie 
geliefert hat. Dabei steht die Zahl 156 unter der 12; folg- 
lich ist der Quotient von 156 durch 13 gleich 12. 

Will man aber 108 durch 13 dividieren, so zeigt unsere 
Tabelle, daß es keine ganze Zahl gibt, deren Produkt mit 13 
gleich 108 wäre. Die acht ersten Zahlen haben nämlich Pro- 
dukte geliefert, die sämtlich kleiner als 108 sind, und die 
Zahlen, die größer sind als 8, liefern Produkte, die größer 
als 108 sind. Die Division läßt sich also nicht ausführen. 
Man sagt in diesem Falle, 108 sei nicht teilbar durch 13. Da- 
gegen ist 156 durch 13 teübar*^ man sagt auch, 156 sei ein 
Vielfaches von 13, imd 108 sei Icein Vielfaches von 13. 

Erklärung. Man sagt, eine Zahl sei ein Vielfaches einer 
anderen oder sie sei dwrch die andere teilbar y wenn sie gleich 
dem Produkte jener anderen mit einer ganzen Zahl ist. 

Wir sagten soeben, 108 sei nicht teilbar durch 13. Wenn 
wir die Reihe der Vielfachen von 13 betrachten: 

13, 26, 39, 52, 65, 78, 91, 104, 117, 130, 

so sehen wir, daß 108 zwischen den beiden aufeinanderfolgenden 
Vielfachen 104 und 117 liegt, deren Quotienten durch 13 
8 und 9 sind. Man sagt, 8 sei der Quotient im Fddbetrage 
und 9 sei der Quotient im Überschuß von 108 durch 13. 
Wenn wir es nicht ausdrücklich bemerken, wird es sich stets 
um den Quotienten im Fehlbetrage handeln. 

Erklärung. Wenn der Dividendus nicht durch den Divisor 
teilbar ist, so heißt Quotient im Fehlbetrage die größte ZaJd, 
deren Produkt mit dem Divisor kleiner ist als der Dividendus. 

Zum Beispiel werde folgende Frage gestellt: Paul besitzt 
56 t/fC. Wieviel Bücher kann er sich dafür kaufen y wenn ein 
Buch 4 t/IC kostet? Die Antwort ist 14 Bücher; denn 4 • 14 
ist gleich 56; 14 ist der Quotient von 56 durch 4. 

Jetzt werde die ähnliche Frage gestellt: Paul besitzt 59 c/fC. 
Wieviel Bücher kann er sich kaufen, wenn jedes Buch 4 jfi 
kostet? Er kann wieder nur 14 Bücher kaufen, denn 4 • 14 
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ist gleich 56, dagegen 4 • 15 gleich 60. Die Antwort auf die 
Fr^e liefert demnach der Qtwüent im FeMbetrage^). Nach 
seinem Kaufe behalt Paul noch den Unterschied zwischen 
59 c/^ und 56 J6, d. h. 3 c/^. Die Zahl 3 heißt der Best der 
Division von 59 durch 7. 

Erklärung. Wenn der Dividendus nicht dtirch den Divisor 
teilbar ist, so versteht man imter dem Best die Differenz 
eivischen dem Dividendus und dem Produkt des Divisors mit dem 
Quotienten im Fehlbetrage. Diese ErJdärung dehnt man OMch 
auf den FaU oms, wo der Dividendus durch den Divisor teilbar 
ist; man sagt alsdann, der Best sei gleich Ntdl. 

24. Onrndglelohnng der Division. Bei den Zahlen 59 

und 7 war der Quotient im Fehlbetrage 8 und der Best 3; 

denn wir hatten: 

59 - 7 . 8 = 3. 

Man kann dafür auch schreiben: 

59 = 7 . 8 + 3. 

Diese Gleichung ist die Grundgleichung der Division. Sie 
besagt, daß der Dividendus gleich dem Produkt ams Divisor und 
Quotient ist, vermehrt um den Best. 

Der Best ist immer kleiner als der Divisor. Wenn man 
nämlich der Reihe nach die Vielfachen des Divisors 7 bildet: 

7, 14, 21, 28, 35, 42, 49, 56, 63, 

so liegt der Dividendus 59 zwischen zweien dieser Vielfachen, 
hier zwischen 56 und 63. Die Differenz zwischen 59 und 56 
ist also sicher kleiner als die Differenz zwischen 63 und 56, 
d. h. kleiner als der Divisor 7. 

Ist umgekehrt die Gleichung gegeben: 

38 = 8 . 4 + 6, 

so kann man sie so auffassen, daß 4 der Quotient der Division 



1) Als Beispiel für Fragen, bei denen die Antwort durch den 
Quotienten im Überschuß geliefert wird, kann man die folgende anfOhren. 
Peter besitzt in seiner Bücherei 653 Bände. Er will sie in lauter BUcher- 
schrimk&n unterbringen, deren jeder 100 Bände faßt. Wieviel Bücher- 
schränke muß er kaufen? Es ist klar, daß er 7 kaufen muß, denn 6 
würden ihm nicht genügen; der siebente wird freilich nicht voll werden. 
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von 38 durch 8 ist^ und daß 6 der Rest ist^ weil 6 Meiner 
ais 8 ist. Wäre aber die Oleichung gegeben: 

39 = 4 . 8 + 7, 

so könnte man daraus nicht schließen^ daß 8 der Quotient 
von 39 durch 4 ist, denn 7 ist größer als 4. In der Tat ist: 

39 = 4. 9 + 3; 

der Quotient von 39 durch 4 ist also 9, und der Best 3. 

26. Lehrsätie Aber die Division. Wir wollen zwei 
wichtige Sätze beweisen^ die uns später nützlich sein werden. 

Lehrsatz 17. Werden Dividendus und Divisor mit ein 
und derselben Zahl multipliziert, so muUiplisiert sich der Best 
mit dieser ZoM, während der Quotient ungeändert bleibt 

Wir wollen den Satz zuerst an einem Beispiel aus dem 
täglichen Leben beweisen. Es seien die folgenden beiden 
Fragen gestellt: 

Pmd besitzt 27 jfC. Wieviel Bücher könnte er kaufen, wenn 
jedes Buch 4 tAC kostet, und wieviel bliebe ihm übrig? 

Peter besitzt 27 Zwanzigmarkstücke, Wieviel Anzüge könnte 
er sich kaufen, wenn jeder Anzug 4 Zwanzigma/rkstücke kostet, 
und wieviel bliebe ihm übrig? 

Offenbar kann Paul 6 Bücher und Peter 6 Anzüge kaufen, 
und es bleiben dem ersten 3 c/fC und dem zweiten 3 Zwanzig- 
markstücke, d. h. 60 c/fC übrig. Der Quotient 6 ist derselbe, 
der Best wird 20 mal so groß; der Dividendus imd der Divisor 
waren 20 mal so groß. Die Grundgleichung der Division 
lautet für Paul: 

(1) 27 = 4.6 + 3, 
und für Peter: 

(2) 27 . 20 =« 4 . 20 • 6 + 3 . 20. 

Um den Satz allein mit Hilfe der Grundgleichungen zu 
beweisen, braucht man nur zu zeigen, daß die Gleichung (2) 
eine Folge der Gleichung (1) ist, und dazu gelangt man fol- 
gendermaßen. Nach dem Lehrsatze 14 hat man, um eine 
Summe mit 20 zu multiplizieren, die Summanden mit 20 zu 
multiplizieren und die erhaltenen Produkte zu addieren. Folg- 
lich ist: 

27 . 20 - 4 . 6 . 20 + 3 . 20; 
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man braucht nur noch in der Summe die Reihenfolge der 
Faktoren 6 und 20 zu vertauschen, um die Grundgleichung 
fiir die zweite Division zu erhalten. Daß aber wirklich 
3 • 20 der Rest ist, folgt sofort daraus, daß die Ergebnisse 
der Multiplikation der beiden ungleichen Zahlen 3 und 4 mit 
derselben Zahl 20 in demselben Sinne ungleich sind wie die 
Faktoren, d. h. der kleinere Faktor liefert das kleinere Produkt. 

Wir gehen jetzt zu dem Fall über, wo man den Divi- 
dendus und den Divisor durch dieselbe Zahl dividiert, anstatt 
sie damit zu multiplizieren. Der Lehrsatz, der in diesem Falle 
gilt, läßt sich folgendermaßen aussprechen: 

Lehrsats 18. Werden Dividendus und Divisor durch ein 
und dieselbe Zahl dividiert (wobei vorausgesetzt tvird, daß beide 
durch diese Zähl teilbar sind)y so dividiert sich der liest durch 
diese Zahl, während der Quotient unverändert bleibt 

Es ist nicht nötig, diesen Lehrsatz ausführlich zu be- 
weisen, denn man erkennt sofort, daß er im Grunde mit dem 
vorhergehenden Lehrsatze vollkommen übereinstimmt] der Unter- 
schied besteht nur darin, daß man die Reihenfolge der beiden 
betrachteten Divisionen, also etwa von 17:6 und (17 • 20) : (6 • 20), 
vertauscht hat. 

Als Anwehdung wollen wir uns die Aufgabe stellen, 
35000 durch 8000 zu dividieren; wenn man 35 durch 8 divi- 
diert, so ist der Quotient 4 und der Rest 3, und mithin ist der 
Quotient von 35000 durch 8000 ebenfaUs 4, der Rest da- 
gegen 3000. 

IL Rechtfertigung der Rechenregel 

Die Auseinandersetzungen über die Rechenregel bei der 
Division teilen wir in drei Abschnitte: 

1. Bestimmung der Anzahl der Ziffern des Quotienten. 

2. Fall, wo der Quotient eine einzige Ziffer hat. 

3. Fall, wo der Quotient mehrere Ziffern hat. 

26. Bestimmimg der Anzahl der Ziffern im Quo- 
tienten. Gegeben seien die Zahlen 23457 und 474. Wie- 
viel Ziffern hat ihr Quotient? Wir wollen die Produkte von 
474 mit 1, 10, 100, 1000 usw. bilden: 
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474. 1- 474, 

474 . 10 - 4 740, 
474. 100= 47 400, 
474.1000 = 474000. 

Der gegebene Dividendus liegt also zwischen 4740 und 47 400. 
Daraus folgt, daß der Quotient von 23457 durch 474 größer 
als 10 und kleiner als 100 ist; er hat also 2 Ziffern. Wenn 
man nämlich die Produkte von 474 mit 11, 12, 13, . . . 98, 99 
bildet, erhält man Zahlen, die zwischen 4740 und 47400 liegen: 
10, 11, 12, ... 98, 99, 100, 

4740, 5214, 5688, ... 46 452, 46 926, 47 400. 

Da nun die Zahl 23457 zwischen 4740 und 47400 liegt, so 
befindet sie sich zwischen zwei aufeinanderfolgenden Zahlen der 
zweiten Beihe (oder sie ist gleich einer von ihnen). Die Zahl 
der ersten Reihe, die über der kleineren von diesen beiden 
Zahlen liegt (oder über 23457), ist der gesuchte Quotient. 
Dieser hat also 2 Ziffern. 

Man leitet daraus folgende Begel ab: 

Beohenregel 7. Um die AnzaM der Ziffern des QuoÜenten 
zu erhalten, setzt man nacheinander rechts an den Divisor erst 
eine Null, dann eine zweite Null, dann eine dritte Null, usw. 
Man hört damit a/uf, sobald man eine Zahl erhalten hat, me größer 
ist als der Dividendus, Die Anzahl der NuUen, die man angesetzt 
haty ist gleich der gesuchten Anzahl der Ziffern des Quotienten. 

27. Der Quotient hat nnr eine ZilTer. Es sei 
26637 durch 8432 zu dividieren. Nach der vorhergehenden 
Hegel hat der Quotient eine einzige Ziffer; denn 84320 ist 
größer als 26 637. um diese Ziffer zu erhalten, könnte man 
8432 nacheinander mit 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 multiplizieren. 
Die größte von diesen Zahlen, deren Produkt mit 8432 
kleiner als der Dividendus (oder ihm gleich) ist, würde der 
gesuchte Quotient sein. Dieses Verfahren würde mit Sicherheit 
zum Ziele fähren, aber es wäre sehr langwierig. Beim prak- 
tischen Rechnen schlägt man lieber einen Weg ein, der die 
Anzahl der Versuche, d. h. der Multiplikationen, vermindert. 
Dazu betrachtet man bei dem Divisor die erste Ziffer, hier 
also 8, und fragt sich, wie oft sie in 26 enthalten ist, also in 
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der Zahl, die bei dem Dividendus yon den beiden ersten 
Ziffern gebildet wird. Wenn beim Dividendus die erste Ziffer 
größer oder gleich 8 wäre, würde man diese Ziffer allein 
nehmen, statt der beiden ersten. Hier enthält 26 die 8 drei- 
mal; man versucht es also mit der Ziffer 3, d. h. man multi- 
pliziert den Divisor mit 3 imd zieht das Produkt vom Divi- 
denden ab. Man macht dabei für die Rechnung folgenden 

Ansatz : 

26 637 : 8432 = 3; Rest 1341 

25296 

1341 
Dbä Produkt von 8432 und 3 ist 25296, und die Differenz 
zwischen 26 637 und 25296 ist 1341; dies ist also der Best 

Beim praktischen Rechnen schreibt man meistens das 
Produkt 25296 von 8432 mit 3 gar nicht hin, man führt 
vielmehr die Multiplikation und die Subtraktion auf einmal 
aus. Man sagt also: 3 mal 2 ist 6, von 7 bleibt 1. Man schreibt 
die 1 hin. Weiter: 3 mal 3 ist 9, von 13 bleibt 4, 1 im Sinn; 
man schreibt die 4 hin. Dann: 3 mal 4 ist 12, und 1 ist 13, von 
16 bleibt 3, 1 im Sinn; man schreibt die 3 hin. Endlich: 3 mal 
8 ist 24 und 1 ist 25, von 26 bleibt 1 ; man schreibt die 1 hin. 

Es kommt vor, daß die Ziffer, die man nach dieser Regel 
probeweise annimmt, m groß ist. Man kennt das daraus, daß 
sie, mit dem Divisor multipliziert, ein Produkt gibt, das größer 
ist als der Dividendus. In diesem Falle versucht man es mit 
der nächstkleineren Ziffer, und so fort, bis die angenommene 
Ziffer hrauchbar ist, d. h. ihr Produkt mit dem Divisor kleiner 
ist als der Dividendus, während der Rest kleiner ist als der Divisor. 

Beim praktischen Rechnen, besonders wenn die erste 
Ziffer des Divisors klein ist (1, 2 oder 3) und die zweite 
Ziffer größer ist, führt die vorhergehende Regel häufig dazu, daß 
man eine zu große Ziffer annimmt. Die Zahl dieser Versuche 
läßt sich jedoch durch verschiedene Kunstgriffe vermindern. 
Es sei z. B. 345367 durch 184534 zu dividieren. Die Regel 
würde dazu führen, daß man den Versuch zuerst mit 3, dann 
mit 2, dann mit 1 macht. Man vergleiche jedoch die Zahlen, 
die von den beiden ersten Ziffern des Dividendus und des Di- 
visors gebildet werden und beachte, daß 2 mal 18 gleich 36 
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ist. Dann sieht man sofort^ daß man die Multiplikation von 
184534 mit 3 nnd 2 gar nicht auszuführen braucht^ daß viel- 
mehr die Ziffer 1 richtig ist. 

Es sei 34625 durch 4975 zu dividieren. Man würde zu- 
erst 8^ dann .7^ dann 6 versuchen; da jedoch der gegebene 
Divisor sehr nahe bei 5000 liegt und 7 • 5000 gleich 35000 ist, 
wird man es mit 6 versuchen, und diese Ziffer ist brauchbar, 
da man einen Rest erhält, der kleiner ist als der Divisor. Wir 
sprechen deshalb die folgende Regel aus: 

Beehenregel 8. Um eine Division auszufüJiren, hei der der 
Quotient nur eine Ziffer hat^ multipliziert man den Divisor der 
Beihe nach mit 2, 5, 4, . . ., P und zieht die erhaltenen Produkte 
der Beihe nach von dem Dividendus solange ab, bis die angewandte 
Ziffer brauchbar ist, was man daran erkennt, daß ihr Produkt 
mit dem Divisor gleich dem Dividendus oder Meiner ist, während 
die Differenz oder der Best kleiner ist als der Divisor. 

Man kann jedoch die Bechnung abkürzen, wenn tna/n sich 
bei der Wahl der Ziffern, mit denen man es versucht, von der 
(jrröße der Änfangsziffern beim Dividendus und Divisor leiten läßt 

28. Der Quotient hat mehrere Ziffern. 

Bechenregel 9. Im allgemeinen Fall zerlegt man die 
Division in mehrere Einzeldivisionen, bei denen immer derselbe 
Divisor auftritt, nämlich der gegebene Divisor, und hei denen der 
Quotient jedesmal a/us einer einzigen Ziffer besteht. Zu diesem 
Zweck trennt man von dem gegebenen Dividendus, mit der ersten 
Ziffer beginnend, eine solche Anzahl von Ziffern ah, daß die von 
diesen gebildete Zahl einen einziffrigen Quotienten liefert. Dieser 
Einzelquotient liefert die erste Ziffer des gesuchten Quotienten. 
Den zugehörigen Einzdrest schreibt man unter den ersten Einzel- 
dividendus. Hierauf bildet man den zweiten Einzeldividendus, 
indem man rechts an den ersten Best die folgende Ziffer des 
Dividendus ansetzt, oder, wie man sagt, die folgende Ziffer 
herunterholt. Dividiert man diesen zweiten Teildividendus durch 
den Divisor, so liefert der Quotient die zweite Ziffer des ge- 
suchtefn Quotienten, und der Best ist der zweite Einzdrest. Man 
verfährt mit dem zweiten Einzdrest genau so wie mit dem 
ersten, und, so fort, bis man alle Ziffern des Dividendus erschöpft 
hol. Der letzte Einzdrest ist der Best der Division. 
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Bei der Anwendung dieser Regel ist noch Folgendes zu 
beachten y damit man keinen Fehler begeht. Ist ein Einzel- 
diyidendus kleiner als der Divisor^ so schreibt man Nuü als 
zugehörige Ziffer des gesuchten Quotienten hin; darauf holt 
man eine weitere Ziffer des Diyidendus herunter. 

29. Besondere Fftlle. In manchen Fällen gelangt man 
kürzer zum Ziel, wenn man nicht die Rechenregel 9 benutzt, 
sondern anders verfahrt. Hierfür lassen sich jedoch keine aU- 
gemeinen Vorschriften geben, und wir begnügen uns damit, 
hier nur ein Verfahren anzugeben, mittels dessen man die 
Division durch 2 ziemlich rasch ausführen kann. 

Die Hälften der Zahlen 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16, 18 
sind bekannt. Man ordnet also der Ziffer 6 die Hälften 
3 und 8 zu, je nachdem man die Hälfte von 6 oder von 16 
nimmt. Ebenso sind der 2 die 1 und die 6, der 4 die 2 und 
die 7, der 8 die 4 und die 9 zugeordnet. Endlich sind der 
NuU die und die 5 zugeordnet, nämlich die Hälften von 
und 10. Hiemach wird man auf den ersten Blick die 
Hälfte einer zweizifirigen Zahl hinschreiben können, deren 
zweite Ziffer gerade ist. Ist die erste Ziffer gerade, hat man 
z. B. die Zahl 84, so schreibt man die Hälften der beiden 
Ziffern hin, also 42. Ist die erste Ziffer ungerade, wie z. B. in 
54 oder 74, so schreibt man 27 und 37, da 2 und 3 die 
Quotienten im Fehlbetrage von 5 und 7 durch 2 sind, und 7 
die HäHte von 14 ist; wenn man lieber will, ist 7 die 
Ziffer, die man der 4 zuordnet, falls ihr eine ungerade Ziffer 
vorausgeht. Dieselben Bemerkungen gestatten auch, fast augen- 
blicklich die Hälfte einer Zahl von drei Ziffern hinzuschreiben, 
deren letzte Ziffer gerade ist; ist diese Zahl 356, so weiß man, 
daß 17 die Hälfte von 34 ist, und man schreibt rechts von 
17 die Ziffer 8, die Hälfte von 16, oder diejenige Zahl, die 
der 6 zugeordnet ist, wenn der 6 eine ungerade Zahl voraus- 
geht; die Hälfte von 356 ist demnach 178. 

Um die Hälfte irgend einer Zahl hinzuschreiben, braucht 
man sie daher nur in Gedanken in Ziffemgruppen zu zer- 
legen, die soweit als möglich mit einer geraden Ziffer endigen 
und derart gewählt sind, daß die Hälfte jeder Oruppe sich 
leicht hinschreiben läßt. Es sei z. B. die Zahl 25 678 314 
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gegeben. Man zerlegt in Gedanken folgendermaßen und schreibt 
die Hälfte nnter jede Gruppe; 

2 56 78 314 
1 28 39 157. 

Die gesuchte Hälfte ist daher 1 28 39 157. Wenn man die 

Zahl 

395735178 

hat; deren Ziffern alle ungerade sind, auBer der letzten, so zer- 
legt man sie einfach in Gedanken in Gruppen yon 2 Ziffern 
und schreibt darauf die Hälfte von 38, dann von 156, dann 
von 134 hin usw.; die Rechnung ist hier notgedrungen etwas 
länger. 

Wir werden bei der Behandlung der Teilbarkeit noch 
andere Mittel finden, um gewisse Divisionen abzukürzen (Nr. 32, 
35, 49). 

80. Beohnen mit benannten Zahlen. In unseren 
Beispielen und Aufgaben hatten wir es häufig mit benannten 
ZaMen zu tun, wie 4 Kugeln, 3 c/f(, 6 Bücher. Sie sind Gegen- 
stand des Bechnens im engeren Sinne des Wortes; dieser Be- 
griff umfaßt die Operationen des Addierens, Subtrahierens, 
Multiplizierens und Dividierens. 

a) Anstatt benannte Zahlen selbst zu addieren und zu 
sMraJ^ieren, kann man die Rechnung mit Hilfe der Tabellen 
von Strichen (Nr. 2) durchführen. Aus der Gleichung 

3 Kugeln -f- 4 Kugeln = 7 Kugeln 

folgt dann die Gleichung 

3 + 4 = 7 

in unberumnten Zahlen, und man hat damit den Übergang vom 
Bechnen zur eigentlichen Arithmetik vollzogen. 

Bei benannten Zahlen ist die Benennung eine Einheit, die 
durch einen Abstraktionsprozeß gewonnen wird. Man richtet 
nämlich sein Augenmerk bei der Betrachtung einer Menge von 
Gegenständen (Nr. 1) auf gemeinsame Merkmale und sieht von 
individuellen Einzelzügen ab, zu denen auch Ort und Zeit 
gehören. Nur wenn die betrachteten benannten Zahlen solche 
gemeinsamen Merkmale aufweisen, ist Addition und Subtraktion 
ausführbar. Man erkennt dies an den folgenden Beispielen: 
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3 Rottannen -|- 2 Bottannen = 5 Rottannen^ 

3 Bottannen + 2 Weißtannen = 5 Tannen, 

4 Tannen + 3 Lärchen = 7 Nadelhölzer, 

5 Tannen + 2 Eichen = 7 Bäume. 

Lehrsatz 19. Man kann nur solche benannten Zahlen ver- 
einigen, für die eine gleiche Benennung gefunden werden kann. 
Eben diese Benennung hat auch die Summe oder Differenz. 

Damit die Subtraktion möglich ist, genügt es nicht, daß 
der Minuendus größer ist als der Subtrahendus, sondern es 
muß auch die Benennung des Minuendus umfafisender sein als 
die des Subtrahendus. 

b) Nach der Erklärung der Multiplikation als abgekürzter 
Addition (Nr. 14) antwortet die erste Zahl bei einem Produkte 
auf die Frage, wie oft die zweite Zahl als Summand gesetzt 
werden soll. Die erste Zahl muß also unbenannt sein und 
nur die zweite darf eine Benennung tragen: 

3 • 5 Kugeln = 5 Kugeln + 5 Kugeln + 5 Kugeln. 

Man pflegt daher beim Bechnen die beiden Zahlen als MuUi- 
plikator und Multiplika/ndus zu unterscheiden. In der Arith- 
metik können dagegen die beiden Zahlen vertauscht werden 
und heißen deshalb beide Faktoren. 

Lehrsatz 20. Ein Produkt von mehreren Zahlen kann 
mehrere Multiplikatoren, aber nur einen Multiplikandus besitzen. 
Es hat die Benennung des Multiplikandus, 

c) Aufgabe. Ma/n will 15 Kugeln in 3 Schachteln ver- 
packen, so daß alle Schachteln gleichviel Kugeln enthalten. 

Welchen Inhalt bekommt jede Schachtel? Die Antwort lautet: 
(15 Kugeln) : 3 = 5 Kugeln. 

Man sagt, die benannte Zahl 15 Kugeln sei in drei gleiche 
Teile zerlegt worden; 5 Kugeln bilden den dritten Teil von 
15 Kugeln. Der Divisor antwortet also auf die Frage, in 
wieviel Teile der Dividendus geteilt werden soU. Der Divisor 
muß mithin unbenannt sein. 

Aus der Grundgleichung der Division; 

17 Kugeln = 3.5 Kugeln + 2 Kugeln 
folgt jetzt der Lehrsatz: 
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Lehrsatz 21. Ist hei einer Division der Dividendus be- 
nannt, aber der Divisor unbenannt, so sind Quotient und Best 
betiOMnt und zwar ebenso wie der Dividendus; die Division ist 
dann eine Teilung. 

d) Wesentlich verschieden Ton der vorhergehenden Auf- 
gabe ist die folgende: 

Aufgabe. Man hat 24 Kugeln und soll sie in Schachteln 
verpacken^ von denen jede 6 Kugeln faßt Wieviel Schachteln 
braucht man? Oflfenbar so viele, als 6 Kugeln in 24 Kugeln 
enthalten sind, d. h. 4. Aus der Gleichung 

24 Kugeln = 4-6 Kugeln 

fo^t in der Schreibweise der Division: 

(24 Kugeln) : (6 Kugeln) = 4. 

Die Division bedeutet jetzt: Man soll ermittehi, wie oft man 
6 Kugeln von 24 Kugeln wegnehmen kann, bis keine mehr 
übrig bleibt, oder man soll die Zahl suchen, die angibt, wie 
oft 6 Kugeln in 24 Kugeln enthalten sind. Da der Quotient 
auf die Frage wie oft antwortet, ist er eine unbenannte Zahl. 
Auf den Fall, wo ein Rest auftritt, wollen wir hier nicht ein- 
gehen. 

Lehrsatz 22. Die Division ist audi möglich, wenn Divi- 
dendus und Divisor beide benannt sind, vorausgesetzt, daß sich 
für beide eine gemeinsame Benennung finden läßt; der Quotient 
ist eine unbenannte Zahl. Die Division ist dann eine Verteilung. 

Ist der Dividendus uubenannt, so muß auch der Divisor 
unbenannt sein; die Divisionsaufgabe gehört dann nicht mehr 
ins Rechnen, sondern in die Arithmetik. In der Arithmetik 
kann man eine Division meistens ebensogut als eine Teilungs- 
aufgabe wie als eine Yerteilungsaufgabe auffassen. Die zweite 
Auffassung muß man aber wählen, wenn der Divisor 1 ist; denn 
man kann in diesem Falle nicht mehr von gleichen Teilen reden. 

Aufgaben zu Kapitel IV 

30. Folgende Zahlen sind durch 11 zu dividieren: 111, 1111, Hill, 
111111. 

31. Teile die Zahlen 1000, 100000, 1000000000 usw. durch 37. 

32. Verwandle 33 457 Sekunden in Stunden, Minuten und Sekunden, 
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83. Dividiere 40603146 durch 7198. 

34. Jemand soll 68 Angestellte bezahlen und jedem 81 M geben, 
er hat aber nnr 20-Mark8ttlcke in der Kasse. Wieviel muß er davon 
nehmen? 

35. Wieviel Tage brancht ein Vogel, um eine Rundreise nm die 
Erde zu machen, wenn er in der Sekunde 8 Meter durchfliegt und 
genau einen größten Kreis (40000 km) beschreibt? 

86, Welche Zahlen ergeben, durch 87 dividiert, einen Quotienten, 
der dem Rest gleich ist? 

37. Der Dividendus einer Division ist 8457 und der Quotient 15. 
Wie groß sind Divisor und Rest? Gibt es mehrere Lösungen? 

38. Der Quotient im Fehlbetrage einer Division ändert sich nicht, 
wenn man den Dividendus um eine Zahl vermehrt, die kleiner ist als die 
Differenz zwischen Divisor und Rest. 

39. Bei einer Division sei die Summe des Quotienten und des 
Restes kleiner als der um 1 verminderte Divisor. Wenn man den 
Dividendus beibehält, aber den Divisor um eine Einheit vermindert, so 
ergibt sich bei der neuen Division derselbe Quotient wie bei der alten 



Kapitel V 

Teilbarkeit. Orößter gemeinsamer Teiler 
und kleinstes gemeinsames 



I. Allgemeine Sätze über die Teilbarkeit 

31. Tailbarkeit einer Summe und einer DÜFerenB. 

Wir wollen uds eine Erklärung ins Gedächtnis zurückrufen, die 
wir im vorhergehenden Kapitel gegeben haben: 

Erklärung. Mne Zähl, zum Beispiel 12, heißt ein Teiler 
einer andern, wenn die Division dieser Zahl durch 12 sich ohne 
Rest ausführen läßt. So ist 12 ein Teiler von 36, aber kein 
Teiler von 45. 

Anstatt m sagen, 12 sei em Teiler von 36, Jcann man auch 
sagen, 12 gehe in 36 auf, oder 36 sei ein Vielfaches von 12, 
Daß 36 oder 156 Vielfache von 12 sind, kann man auch 
durch die Gleichungen ausdrücken: 

36 = 12 . 3, 156 = 12 • 13. 

Lehrsatz 23. Wenn eine und dieselbe Zahl in mehreren 
andern aufgeht, so geht sie au^ch in deren Summe auf 

Wir wollen z. B. die Zahl 6 betrachten, die in 18, 24 
und 30 aufgeht. Man hat: 

18 = 6 . 3, 24 = 6 . 4, 30 = 6 • 5. 

Ich behaupte, daß 6 in 18 + 24 + 30, also in 72 aufgeht. 
Man hat nämlich: 

72 = 63 + 6- 4 + 6. 5 = 6 (3 + 4 + 5) = 6. 12. 

Hierbei wurde der Lehrsatz 14 benutzt: Man multipliziert eine 
Summe mit einer Zahl, indem man die Summanden einzeln mit 
dieser Zahl multipliziert und die erhaltenen Produhte addiert 

Man kann für den Lehrsatz 23 einen anschaulicheren und 
einfacheren Beweis geben. Paul, Jakob und Johann besitzen 

Borel-Stäckel, Die Elemente der Mathematik I 4 
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der erste 3 Zwanzigmarkstücke, der zweite 4 Zwanzigmark- 
stücke^ der dritte 5 Zwanzigmarkstücke. Der Betrag^ den 
jeder von ihnen besitzt^ ist demnach durch 20 teilbar: Paul 
hat 60 Mark^ Jakob 80 Mark, Johann 100 Mark. Wenn sie 
ihre Betrage yereinigen, so wird die Gesamtsumme 240 Mark 
durch 20 teilbar sein. Sie ist nämlich ein Vielfaches von 
20 Mark; da sie ja aus einer gewissen Anzahl von Zwanzig- 
markstücken gebildet wird. 

Wenn sämtliche Summanden einer Summe durch eine 
Zahl teilbar sind, so mithin ist auch die Summe durch diese 
Zahl teilbar. Ist jedoch umgekehrt eine Summe durch eine 
Zahl teilbar, so brauchen nicht sämtliche Summanden durch 
diese Zahl teilbar zu sein. 

Zur Erläuterung geben wir zwei Beispiele. 

Beispiel I. Paid besitzt 12 Pfennige und Peter 15 Pfennige. 
Wieviel Äpfel m 3 Pfennigen können sie kaufen, wenn sie ihr Geld 
zusammenlegen? Man kann entweder sagen: Paul kann 12 : 3 » 4 
Apfel und Peter 15:3 = 5 Apfel kaufen; zu zweien werden 
sie demnach 4 + 5 = 9 Apfel erhalten. Oder: Paul und Peter 
haben zusammen 27 Pfennige; sie werden also 27:3 = 9 Äpfel 
bekommen. Der Lehrsatz ist hiermit bewiesen; wie zu erwarten 
war, führen beide Überlegungen zu demselben Ergebnis. 

Beispiel ü. Paui besitzt 8 Pfennige und Peter 13 Pfennige. 
Wieviel Äpfel zu 3 Pfennig können sie kaufen, wenn sie ihr Geld 
zusammenlegen ? 

Hier kann Paul mit seinen 8 Pfennigen nur 2 Äpfel 
bekommen, und es bleiben ihm 2 Pfennige übrig; Peter kann 
mit seinen 13 Pfennigen nur 4 Äpfel bekommen, und ihm 
bleibt 1 Pfennig übrig. Wenn sie also ihre Einkäufe getrennt 
machen, bekommen sie nur 2 + 4 = 6 Äpfel. Wenn sie da- 
gegen zuerst ihre Barschaft zusammenlegen, so enthält ihre 
gemeinsame Easse 8 + 13 = 21 Pfennige, und sie können sich 
7 Apfel kaufen. Es ist also nicht erlaubt, den Lehrsatz 23 
umzukehren; denn die Summanden 8 und 13 der Summe 21 
sind nicht durch 3 teilbar. 

Man erkennt an diesem Beispiel, daß die Summe zweier 
Zahlen sehr wohl durch 3 teilbar sein kann, ohne daß es eine 
von ihnen ist 
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Lehrsatz 24. Wenn eine Zahl in zwei anderen aufgehty 
so geht sie amh in ihrer Differenz auf. 

Es sei nämlich die Zahl 4 gegeben^ die in 20 und in 12 auf- 
geht. Dann ist: 

20 = 4. 5, 12 «4.3. 
Daraus aber folgt: 

20 - 12 = 8 = 4 . 2 = 4 (5 - 3), 

Für die Bildung des Quotienten kann man eine ähnliche 
Bemerkung machen wie bei dem Lehrsatze 23: 

Um eine Differenz durch eine Zahl zu dividieren, genügt 
es^ den Minuendus und Subtrahendus durch diese Zahl zu diyi- 
dieren, yorausgesetzt, daß beide dadurch teilbar sind, und die 
Differenz der einzelnen Quotienten zu bilden. 

Beispiel L Man hat: 

(600- 24): 6 = 576:6 = 96 

= 100-4 

= (600 : 6) - (24 : 6). 

Beispiel TL Der Quotient von 31 durch 6 ist 5^ und der 
Rest 1; der Quotient von 17 durch 6 ist 2 und der Rest 5. 
Der Quotient von (31 — 17) durch 6, d. h. von 14 durch 6 ist 
gleich 2. Er ist nicht gleich der Differenz 5 — 2 der Quotienten 
von 31 und 17. 

Man gibt bisweilen dem Lehrsatz 24 eine andere, für ge- 
wisse Anwendungen bequemere Form. Ist nämlich eine Zahl, 
zum Beispiel 28, als die Summe zweier anderen gegeben, 
also etwa 28 = 16 + 12, so kann man sagen, daß jeder Sum- 
mand gleich der Differenz der ursprünglichen Zahl und des 
anderen Summanden ist, also etwa 16 = 28 — 12; das ist ja gerade 
die Erilä/rung der Subtraktion. Hieraus ergibt sich der Lehrsatz: 

Lehrsatz 25. Wenn eine Zahl in der Summe zweier 
Zahlen und in einem der Summanden aufgeht, so geht sie atAch 
in dem anderen SiMnmanden auf. 

32. Teilbarkeit und Division eines Produkts duroh 
eine SUtlii. 

LehrsatB 26. Damit ein ProduM aus mehreren Faktoren 
durch eine Zahl teilbar ist, reicht es hin, daß ein Faktor des 
Produkts durch diese Zahl teilbar ist. 



52 Arithmetik 



Es sei zum Beispiel das Produkt 13 • 15 gegeben, dessen 

einer Faktor 15 durch 3 teilbar ist. Das Produkt ist durch 

3 teilbar, denn 15 ist gleich 5 • 3 und infolgedessen wird 

(Nr. 16): 

13 . 15 = 13 . 5 . 3 = 66 - 3, 

also ist 13 • 15 ein Vielfaches von 3, oder durch 3 teilbar. 

Man kann den Lehrsatz 26 auch in einer anderen Form 
aussprechen, die dasselbe besagt: Die Vielfachen eines Viel- 
fachen einer Zahl sind auch Vielfache der ursprünglichen Zahl. 

Wir wollen ein Beispiel aus dem täglichen Leben geben. 
Peter hesitzt 6 Zwanzigmarlcstücke. Ist sein Barschaft dmrch 5 
teilbar, d. Ä. besitzt er genau eine Anzahl mal 5 tAi? Offenbar 
ja, denn da 20 durch 5 teilbar ist, so ist jedes Zwanzigmarkstück 
genau gleich einer Anzahl mal 5 jfij nämlich gleich 4 mal 
5 jfi, Peter besitzt 6 Zwanzigmarkstücke, er hat 6 mal 4 mal 
5 Jiy d. h. 24 mal 5 Jt. Um das Produkt 6 • 20 durch 
5 zu dividieren, genügt es demnach, ein neues Produkt zu 
bilden, in dem an Stelle des Faktors 20 sein Quotient durch 
5 gesetzt ist. Es empfiehlt sich, diese Regel besonders aus- 
zusprechen: 

Bechenregel 10. Um ein Prodakt aus mehreren Faktoren 
durch eine Zahl zu dividieren, genügt es, falls einer dieser Fak- 
toren durch diese Zahl teilbar ist, ein neues Produkt zu bilden, 
das mit dem alten übereinstimmt bis auf den teilbaren Faktor, 
der durch den Quotienten ersetzt wird. 

So ist der Quotient des Produkts 7 • 15 • 4 durch 5 gleich 
7.3.4. 

Sind mehrere Faktoren eines Produkts durch die ge^ 
gebene Zahl teilbar, so kann man zwar jeden davon divi- 
dieren, aber man muß sich hüten, mehrere zu dividieren. Zum 
Beispiel ist der Quotient des Produkts 12-20 durch 4 gleich 

3 • 20 oder auch gleich 12-5. Wenn Paul 12 Zwanzigmarkr 
stücke besitzt und seine Barschaft in 4 gleiche Teile zu teilen 
wünscht, so kann er jeden Teil aus 3 Zwanzigmarkstücken 
zusammensetzen, oder er kann jedes Zwanzigmarkstück in 

4 Fünfmarkstücke umwechseln und jeden Teil aus 12 Fünf* 
markstücken zusammensetzen. 
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Bemerkung. Ein Produkt von mehreren Faktoren kann 
durcli eine ZaU. teilbar sein^ obwohl Jcein einziger Faktor des 
Produkts durch diese Zahl teilbar ist; die Bedingung im Lehr- 
satze 26 ist also zwar hinreichend, aber nicht notwendig. So 
ist das Produkt 3-4=12 durch 6 teilbar^ obgleich weder 
3^ noch 4 durch 6 teilbar ist. Die Barschaft von Paul ist 
sicher genau eine Anzahl mal 20 J(, wenn Paul 6 Zwanzig- 
markstücke besitzt, oder auch wenn er 20 Zweimarkstücke, 
oder 20 Fünfmarkstücke besitzt; aber auch zum Beispiel, wenn 
er 8 Fünfmarkstücke besitzt, denn er hat dann 40 J£, 

33. Division einer Zahl durch ein Produkt von 
Faktoren. 

Beohenregel 11. Um eine Zahl durch ein Produkt von 
mehreren Faktoren zu dividieren, dividiere man sie durch den 
ersten Faktor, dann dividiere man den Quotienten durch den 
zweiten Faktor, darcmf den zweiten Quotienten durch den dritten 
Faktor und so fort, bis alle Faktoren erschöpft sind. Der letzte 
Quotient ist der gesuchte. 

Wir wollen nur den Fall untersuchen, wo alle Divisionen 
ohne Best ausführbar sind. 

Um ein Beispiel aus dem täglichen Leben zu geben, 
wollen wir annehmen, Paul besitze 300 </fC in Hundertmark- 
scheinen und wolle diese Summe zu gleichen Teilen unter 
15 Personen verteilen. Er kann dann die 15 Personen in 
3 Gruppen von 5 Personen anordnen. Jeder Gruppe gibt er 
300 : 3 == 100 c4C, und die fünf Personen jeder Gruppe müssen 
unter sich diese 100 c4t teilen, was für jede 100 : 5 «= 20 c/^ 
ergibt. 

Es sei femer 630 durch 42 == 2 • 3 • 7 zu dividieren. Der 
gesuchte Quotient ist also 15. Wenn wir die vorhergehende 
Regel anwenden, finden wir in der Tat nacheinander: 

630 : 2 = 315, 
315 : 3 = 105, 
105 : 7 = 15. 

Bemerkung. Wenn man eine Zahl, die als Produkt 
von Faktoren geschrieben ist, durch ein anderes Produkt von 
Faktoren teilen will, so kann man jeden Faktor des Dividendus 
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durch einen beliebigen Faktor des Divisors dividieren, voraus- 
gesetzt, daß die Divisionen sämtlicb ausführbar sind. Man muß 
jedoch darauf achten, daß man dabei jeden Faktor des Divisors 
anwendet, aber jeden nur ein einziges mal. Um diese Be- 
merkung zu erläutern, stellen wir uns die Aufgabe, das Produkt 
42 • 10 • 7 durch das Produkt 3 • 5 zu dividieren. Dann istz 

42 : 3 == 14, 

10:5 = 2. 

Der gesuchte Quotient ist demnach 14 • 2 • 7. 

Man kann auch denselben Faktor des Dividendus nach- 
einander durch mehrere Faktoren des Divisors teilen; aber 
jeder Faktor des Divisors darf nur ein einziges Mal angewandt 
werden. 

Beispiel I. 36-40-3 dwrch 6-5-4 zu dividieren. Man 

schreibt: 

36 : 6 = 6, 

40 : 5 = 8, 8:4 = 2. 

Der gesuchte Quotient ist daher 6-2-3. 

Beispiel ü. 21- 30 - 40 durch 5-5-7 eu dividieren. Der 
Faktor 5 kommt zweimal im Divisor vor; es ist also: 

21 : 7 = 3, 

30 : 5 = 6, 

40 : 5 == 8. 

Der gesuchte Quotient ist daher 3 • 6 • 8. 

Wir kommen im folgenden Kapitel, nachdem wir von den 
Primzahlen gesprochen haben, auf die Frage der Division 
eines Produktes durch ein anderes Produkt zurück. Hier 
genüge es, zu bemerken, daß bisweilen Teilbarkeit besteht, ob- 
wohl die vorhergehende Divisionsmethode nicht anwendbar ist. 
So ist, wie man sich leicht überzeugt, das Produkt 12 • 35 
= 420 durch 14 • 10 = 140 teilbar, obwohl weder 12 noch 
35 durch 14 oder 10 geteilt werden können. Es ist deshalb 
vorteilhaft, sogenannte PrimfaMoren einzuführen, wie wir es 
später tun werden. 
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IL Teilbarkeit dnrcli 2, 5, 9, 3. Neunerprobe 

34. Bei einer Division läßt sich zuweilen der Rest be- 
stimmen^ ohne daß man die Division wirklich anzuführen 
braucht. Insbesondere läßt sich dann angeben^ ob der Best 
gleich Null, mithin der Dividendus durch den Divisor teilbar 
ist. Wir beschränken uns darauf, die Regeln für die Teilbar- 
keit durch 2, 5, 9, 3 zu untersuchen. 

35. Teilbarkeit dnrch swei und fftnf. Da 10 durch 2 
und durch 5 teilbar ist, so ist auch jedes Vielfache von 10 
durch 2 und durch 5 teilbar. Man greife nun irgend eine 
Zahl heraus, z. B. 5648. Dann ist 

5648 = 5640 + 8 ; 

die Zahl 5648 läßt sich also als eine Summe darstellen, 
bei der der erste Summand 5640 ein Vielfaches von 10 und 
infolgedessen ein Vielfaches von 2 und auch ein Vielfaches 
von 5 ist. Nach dem Lehrsatz 23 genügt es, den zweiten 
Summanden 8 ins Auge zu fassen. Man erkennt, daß 8 durch 2 
teilbar ist, folglich ist die Summe 5648 = 5640 + 8 durch 2 teil- 
bar. Andererseits ist 5648 nicht durch 5 teilbar, denn wenn 5 
in der Summe 5648 aufginge, so müßte 5, da es auch in 5640 
aufgeht, in 8 aufgehen (Lehrsatz 25). Ebenso würde man 
finden, daß 6745 = 6740 + 5 durch 5 teilbar ist, abei nicht 
durch 2. Endlich sind 6750 oder 5800 durch 10, und folg- 
lich sowohl durch 5 als auch durch 2 teilbar. Man hat daher 
die folgende Regel: * 

Beohenregel 12. Eine Zahl ist durch 2 teilbar, wenn ihre 
letzte Ziffer 0, 2, 4, 6y 8 ist. Eine Zahl ist dwrch 5 teilbar, 
wenn ihre letzte Ziffer oder 5 ist. 

Der Leser möge überlegen, warum diese Bedingungen für 
die Teilbarkeit durch 2 und durch 5 notwendig und hin- 
reichend sind. 

Wir woUen auch diese Begel durch ein Beispiel aus dem 
täglichen Leben veranschaulichen. Paul besitzt eine gewisse 
Anzahl von Zehnma/rTcstücken und einige Einmarkstücke. Könnte 
er seinen Besitz in Zweimarkstücke umwechseln? oder in Fünf* 
markstücke? 
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Offenbar kann jedes Zehnmarkstück gegen 5 Zweimark- 
stücke oder gegen 2 Fünfmarkstücke umgewechselt werden. 
Damit die ganze Barschaft von Paul in Zweimarkstücke umge- 
wechselt werden kann^ muß er außer seinen Zehnmarkstücken 
entweder keine Einmarkstücke besitzen^ oder davon eine An- 
zahl haben y die genau gleich einer Anzahl von Zweimark- 
stücken ist, d. h. gleich 2, 4, 6 oder 8. Eine ähnliche Über- 
legung gilt, wenn er seine Barschaft in Fünfmarkstücke um- 
wechseln will. Man sieht außerdem, daß, wenn er möglichst 
yiele Zweimarkstücke (oder auch Fünfmarkstücke, aber nicht 
beides gleichzeitig) haben will, die Anzahl der Markstücke, die 
ihm übrig bleibt, nicht von der Zahl seiner Zehnmarkstücke 
abhängt, sondern allein von der Zahl der Einmarkstücke, die 
er außer den Zehnmarkstücken besaß. Wenn übrigens Paul 
3647 oS oder 4678 cS besitzt, so können wir immer an- 
nehmen, daß er 364 oder 467 Zehnmarkstücke und dazu 
noch Ö c/fC oder 8 cS in Einmarkstücken hat. Diese Be- 
merkungen führen zu einer Regel, die die vorhergehende 
ergänzt: 

Bechenregel 18. Um deti Best der Division einer Zahl 
durch 2 oder dwrch 5 zu finden, genügt es, ihre letzte Ziffer 
durch 2 oder 5 zu dividieren. 

Man erkennt, daß der Erfolg des angewandten Verfahrens 
dem Umstand zu verdanken ist, daß 2 und 5 Teiler von 10 
sind; ein ähnliches Verfahren wendet man für die Kennzeichen 
der Teilbarkeit durch 4 und 25 an, die Teiler von 100 sind, 
und für 8 und 125, die Teiler von 1000 sind, usw. 

36. Teilbarkeit durch Neun. Johann verfügt über 
2312 jfC und will dafür aus einer gewissen Sammlung eine mög- 
lichst große Anzahl Bücher "kaufen, von denen jedes 9 jfC kostet. 
Wieviel Mark bleiben ihm übrig? Offenbar ist die Zahl der 
Markstücke, die ihm übrig bleiben, gleich dem Best der 
Division von 2312 durch 9. Wir stellen uns also die Aufgabe, 
diesen Best zu finden, ohne die Division durchzuführen; ergibt 
sich Null als Best, so ist der Divisor durch 9 teilbar. 

Um die Überlegungen zu vereinfachen, nehmen wir 
an, die 2312 tJC Johanns beständen in zwei Tausendmark- 
scheinen, drei Hundertmarkscheinen, einem Zehnmarkstück und 
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zwei Einmarkstücken. Für einen Tausendmarkschein kann er 
111 Bücher zu 9 c/^ haben , die 999 jfC kosten^ und man 
gibt ihm 1 jtC zurück. Ebenso kann er für einen Hundert- 
markschein 11 Bücher zu 9 tAC bekommen^ die 99 tAC kosten, 
und er erhält 1 jfC zurück. Für 1 Zehnmarkstück bekommt 
er ein Buch zu 9 jfCy und man gibt ihm 1 jH* zurück. So 
erhält er für jeden Tausendmarkschein, jeden Hundertmark- 
schein, jedes Zehnmarkstück eine gewisse Anzahl Bücher zu 
9 c/fCy und man gibt ihm jedesmal 1 c4C zurück. Die Gesamt- 
zahl der Markstücke, die er nach diesen Käufen übrig hat, 
ist somit gleich der Summe der Anzahlen Ton Tausendmark- 
scheinen, Hundertmarkscheinen, Zehnmarkstücken und von 
Einmarkstücken, die er vor seinen Einkäufen besaß. Wenn er 
nun nach unserer Annahme 2312 jfC besaß, so bleiben ihm 
nach seinen Käufen 2 + 3-|-l-}-2=«8 Markstücke. Die Zahl 
2312 ist also nicht durch 9 teilbar; der Best der Division ist 8. 

Wir hatten die Zahl 8 gefunden, indem wir die einzelnen 
Ziffern der Zahl 2312 addierten. Die Summe der Ziffern einer 
Zahl heißt ihre Quiermmme, 

Hätte Johann 3425 c/tC^ d. h. 3 Tausendmarkscheine, 
4 Hundertmarkscheine, 2 Zehnmarkstücke und 5 Einmarkstücke 
besessen, so wären ihm 3-f4-l-2 + 5 = 14 jfC übrig ge- 
blieben. Mit diesen 14 jH kann er aber noch ein Buch zu 
9 c4i kaufen, und es bleiben ihm 1 -|- 4 = 5 v4C übrig. Man 
nennt die Summe der Ziffern der Quersumme einer Zahl deren 
zweite Quersumme. Ist die zweite Quersumme größer als 9, 
so bildet man durch Addition ihrer Ziffern die dritte Quer- 
summe usw. 

Beohenregel 14. Der Rest der Division einer Zahl durch 
9 ist gleich ihrer letzten Qtiersumme. Ist jedoch diese Qu^summe 
gleich 9, so ist der Rest NuUy und die ZaM ist durch 9 teilbar. 

Man kann die vorhergehende Regel durch folgende Rech- 
nung beweisen. Es ist nämlich: 

10 = 9 -M 

100-99 4-1 = 9.11 + 1 

1000-999 + 1 = 9.111 + 1 

10000 « 9999 + 1=9. 1111 + 1. 
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Es sei nun irgend eine ZaM^ etwa 34572 vorgelegt. 
Man hat: 

34572 = 3 . 10000 + 4 • 1000 + 5 • 100 + 7 • 10 + 2 

= 3.9. 1111 + 3 + 4.9. 111 + 4 + 5.9. 11 + 5 

+ 7.9 + 7 + 2 

= 9(3 . 1111 + 4. 111 + 5. 11 + 7) + 3 + 4 + 5 + 7 + 2. 

Nun ist aber: 

3 + 4 + 5 + 7 + 2 = 9.2 + 3, 
also hat man: 

34572 = 9(3 • 1111 + 4 • 111 + 5 . 11 + 7 + 2) + 3, 

und hieraus folgte daß 3 der Rest der Division von 34572 
durch 9 ist. Dies ist aber auch der Rest der Division der 
Summe 21 der ZiflFern 3 + 4 + 5 + 7 + 2 durch 9. 

37. Teilbarkeit durch drei. Man beachte, daß die 
Zahlen 9, 99, 999 usw., die durch 9 teilbar sind, auch durch 
3 teilbar sind. Somit ist: 

10 = 3.3 + 1 

100 = 33 . 3 + 1 

1000= 333.3 + 1 

10000 = 3333.3 + 1, 

und so fort, wie groß auch die Anzahl der Nullen sein mag. 
Betrachten wir jetzt irgend eine Zahl, etwa 65418. Wir 
gehen davon aus, daß das Produkt eines Vielfachen von 3 mit 
irgend einer Zahl ebenfalls ein Vielfaches von 3 ist (zweite 
Form des Lehrsatzes 26, S. 52), und daß die Summe mehrerer 
Vielfachen von 3 ebenfalls ein Vielfaches von 3 ist. Wir 
schreiben also: 

60000 = 6-10000 = 6 

5000 = 5. 1000 = 5 

400 = 4 . 100 = 4 

10 = 1 • 10 = 1 

8 = 

Hieraus folgt durch Addition: 

65418 = 60000 + 5000 + 400 + 10 + 8 

= 3 (6 . 3333 + 5 . 333 + 4 • 33 + 1 . 3) + 6 + 5 + 4 + 1 + 8. 
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Der Rest der Division yon 65412 durcli 3 ist also gleich 
dem Rest der Summe 6 + 6 + 4 + 1 + 8 bei der Division 
dnrch 3. Diese Summe 24 ist durch 3 teilbar^ und es gilt 
daher dasselbe von der vorgelegten Zahl. 

Bechenregel 15. Eine ZaM ist durch 3 teiWar, wenn ihre 
letzte Qu^ersumme durch 3 teübarf also 3, 6 oder 9 ist. 

Offenbar ist eine jede durch 9 teilbare Zahl auch durch 
3 teilbar^ aber es gut nicht das umgekehrte. 

88. Neunerprobe. Mit dem Namen Neunerprobe be- 
zeichnet man ein Verfahren, das es in manchen FäUen ennög- 
licht^ Rechenfehler zu erkennen. 

Wir wollen uns darauf beschranken^ die Neunerprobe für 
die Multiplikation auseinanderzusetzen; dies ist der Fall, wo 
sie am gebräuchlichsten ist. 

Bechenregel 16. TJm die Neunerprobe cmf die Multipli- 
kation von zwei ZaJden zu machen, vergleiche man die Quer- 
summe des gefundenen Produktes mit dem Produkte der letzten 
Quersummen der beiden Faktoren. Ist der Unterschied weder 
NuU noch ein Vielfaches von Neun, so ist die Bechnu/ng falsch. 
Ist der Unterschied Null oder ein Vielfaches von Neun, so kann 
9nan sicher sein, daß entweder die Bechnung richtig oder aber 
der Fehler ein Vidfad^es von 9 ist. 

Johann, Peter und Jakob haben alle drei 3917 mit 642 
multipliziert. Johann hat 2514724, Peter 2514714 und Jakob 
399534 gefunden. Was soU man von diesen Ergebnissen 
denken? 

Nach dem Vorhergehenden bilde man die letzten Quer- 
summen der Faktoren. Man erhält dafür 2 und 3, und das 
Produkt dieser Quersumme ist 6. 

Nun hatte Johann als Produkt 2514 724 gefanden. Es 
ist aber: 

2 + 5 + 1+4 + 7 + 2 + 4 = 25-2.9 + 7, 

und wir können also sicher sein, daß dieses Ergebnis falsch 
ist. Für die Zahl Peters 2514714 ist: 

2 + 5 + 1+4 + 7 + 1 + 4« 24 = 2. 9 + 6, 

und far die Zahl Jakobs 399534 ist: 

3 + 9 + 9 + 5 + 3 + 4 = 39 + 6. 
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Die Neunerprobe läßt uns mithin bei Peter und Jakob 
im Ungewissen, sie erlaubt es uns weder zu behaupten, daß 
das Ergebnis von Peter uurichtig sei, noch daß dies für i»s 
Ergebnis Von Jakob gilt. Um den Fehler zu finden, hat man 
ihre Rechnungen durchzugehen. In dem vorliegenden Falle 
stellte sich heraus, daß Jakob die seinige folgendermaßen an- 
gelegt hatte: 

3917 » 642 

7834 
15668 
23502 

399534, 

d. h. er hatte das dritte Einzelprodukt an eine falsche Stellet 
gesetzt, also 23502 • 100 durch 23502 • 10 ersetzt und 23502 • 90, 
d. h. ein Vielfaches von 9 zu wenig erhalten. Aus diesem 
Grunde ließ die Neunerprobe seinen Irrtum nicht erkenneu. 

III. Größter gemeinsamer Teiler und kleinstes gemeinsames 

Vielfaches 

39. OrSBter gemeinsamer Teiler zweier Zahlen. 

Erklärung. Man nennt größten gemeinsamen Teiler (g. g. T.) 
zweier Zahlen die größte Zahl, die in beiden aufgeht 

Zum Beispiel sind die Zahlen 48 und 36 beide durch 2, 3, 4^ 
6, 12 teilbar. Dies sind ihre gemeinsamen Teiler, und 12 ist ihr 
größter gemeinsamer Teiler. Die Zahlen 21 und 28 sind beide 
durch 7 teilbar; 7 ist ihr g. g. T. Die Zahlen 41 und 15 
haben keinen gemeinsamen Teiler außer 1. Ihr g. g. T. ist 1; 
man sagt^ sie seien relativ prim zueinander. 

Erklärung. Man sagt, zwei Zahlen seien relativ prim 
zu einander, wenn ihr g, g. T gleich 1 ist. 

Die Ermittelung des g. g. T. beruht auf folgenden Lehr- 
sätzen. 

Lehrsatz 27. Ist von zwei gegebenen Zahlen die größere 
durch die Heinere teühar, so ist ihr g, g. T gleich der kleineren. 

Es seien nämlich die Zahlen 48 und 12 gegeben. Ihr 
g. g. T. kann nicht größer als 12 sein^ da er in 12 aufgehen 
muß. Femer geht aber 12 in 48 und awcÄ in 12 auf^ denn 
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48 - 12 . 4 und 12 == 12 • 1, folglich ist 12 der g. g. T. von 
48 und 12. 

Lehrsatz 28. Sind zwei Zahlen gegeben, von denen die 
größere nicht durch die Heinere teilbar ist, so ist ihr g. g, T, 
auch g. g. T, der kleineren und des Restes der Division der 
größeren durch die kleinere. 

Die beiden Zahlen seien 516 und 48. Dann ist 

516 = 48 • 10 + 36, 

und es handelt sich darum, zu zeigen, daß der g. g. T. von 
516 und 48 gleich dem g. g. T. von 48 und 36 ist. 

Dazu zeigen wir zuerst, daß jeder gemeinsame Teiler von 
516 und 48 auch gemeinsamer Teiler von 48 und 36 ist, und 
umgekehrt. Die Zahl 2 geht nämlich in 516 und 48 auf, sie 
geht also auch in 48 • 10 auf. Da sie aber in 516 und 
48 • 10 aufgeht, so muß sie auch in 36 aufgehen (Lehrsatz 25) 
Ebenso geht die Zahl 6 in 36 und 48 auf. Sie geht also auch 
in 48 • 10 und folglich in 516 auf, da dies die Summe von 
48 . 10 und 36 ist. 

Die beiden Zahlen 516 und 48 haben also nur dieselben ge- 
meinsamen Teiler wie 48 und 36. Wenn man nun zwei Tabellen 
bildet, von denen die eine die gemeinsamen Teiler von 516 
und 48, die andere die gemeinsamen Teiler von 48 und 36 ent- 
hält, so werden diese Tabellen dieselben Zahlen enthalten. Mit- 
hin stimmen auch die größten Zahlen dieser Tabellen überein, 
mit anderen Worten: der g. g. T. von 516 und 48 ist derselbe 
wie der g. g. T. von 48 und 36, und das war zu beweisen. 

Man leitet aus diesen beiden Lehrsätzen die folgende 
praktische Regel ab: 

Bechenregel 17. Um den g, g. T. von zwei gegebenen 
Zahlen zu erhalten, dividiert m>an die größere durch die Heinere 
Geht die Division auf, so ist der g. g. T, gleich der kleineren 
Zahl. Ist der Rest von Null verschieden, so hat man den 
g. g. T. von ihm und der kleineren Zahl aufzusuchen. Dieses 
Verfahren hat man fortzusetzen, bis bei einer Division der Rest 
NuU erscheint Dann ist der Divtsor dieser letzten Division der 
gesuchte g. g. T. der beiden gegebenen Zahlen. 

Wir wollen diese Regel auf die Ermittelung des g. g. T. 
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von 12012 und 4152 anwenden. Man legt das Verfahren 
praktisch folgendermaßen an: 
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Man schreibt bei jeder Division den Quotienten über den 
Divisor, um diesen för diiö folgende Division als Dividendus 
benutzen zu können, ohne ihn überschreiben zu müssen. Der 
Quotient von 12012 durch 4152 ist 2 und der Rest 3708; 
der Quotient von 4152 durch 3708 ist 1 und der Rest 444 usw. 
Der gesuchte g. g. T. ist also 12. 

Nehmen wir die Zahlen 1713 und 170, so hat man den 
folgenden Ansatz: 
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Der g. g. T. ist also 1, denn die 1 wurde zuletzt als Divisor 
genommen. Die letzte Division braucht man nicht auszuführen; 
sobald man nämlich den Rest 1 erhalten hat, ist man sicher, 
daß die gegebenen Zahlen relativ prim sind. 

40. Eigenschaften des g. g. T. zweier Zalüeu. 
Nehmen wir wieder die Zahlen 12012 imd 4152, die uns als 
Beispiel gedient haben. Die Zahl 2 ist einer ihrer gemeinsamen 
Teiler. Dieser gemeinsame Teiler geht in dem Rest ihrer Division 
3708 auf. Da er nun in 4152 und 3708 aufgeht, so geht er 
auch in dem Rest ihrer Division 444 auf. Auf dieselben 
Weise sieht man, daß er in 156, 132, 24, 12, d. h. daß er in 
dem g. g. T. aufgeht. Wir können mithin den folgenden Lehr- 
satz aussprechen, der eine Folge eben des Verfahrens ist, das 
man zur Ermittelung des g. g. T. angewandt hat. 

Lehrsatz 29. Man erhält alle gemeinsamen Teiler jswei^ 
ZaMen, indem man alle Teiler ihres g. g, T. hildet. 

Ebenso beweist man den folgenden Lehrsatz: 

Lehrsatz 30. Wenn man zwei Zahlen mit einer dritten 
multipliziert oder beide dwrch eine dritte dividiert, so erhält man 
den g. g, T der beiden Produkte oder Quotienten^ indem man 
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den g. g. T. der wsprünglichen Zahlen mit der dritten Zahl 
multipliziert oder du/rch die dritte dividiert 

Dabei wird vorausgesetzt^ daß die Divisionen aufgehen; 
femer darf die dritte Zahl nicht Null sein. 

Zum Beispiel hatten wir gefanden, daß 12012 und 4152 
zum g. g. T, 12 haben. Folglich haben 120120 und 41520 
zum g. g. T. 120; ebenso haben 12012:6 = 2002 und 
4152 : 6 = 692 zum g. g, T. 2. 

Zum Beweise des Lehrsatzes braucht man nur die Tabelle 
der aufeinanderfolgenden Divisionen aufzustellen. Wenn man 
dabei von zwei 10 mal so großen Zahlen ausgeht, so werden 
auch alle Beste 10 mal so groß sein, wahrend man dieselben 
Quotienten erhält (Lehrsatz 17); mithin wird auch der g. g. T. 
als der letzte von Null verschiedene Rest 10 mal größer sein. 

Dividiert man insbesondere zwei Zahlen durch ihren 
g. g. T., so ergeben sich zwei Zahlen, deren g. g. T. gleich 1 
ist, d. h. die relativ prim gegeneinander sind. Man hat also 
den Lehrsatz: 

Lehrsatz 31. Die Quotienten zweier Zahlen durch ihren 
g, g. T. sind gegeneinander rdaUv prim. 

41. O-. g. T. mehrerer Zahlen. Erklärung. Man nennt 
g. g. T, mehrerer Zahlen die größte Zahlj die in allen aufgeht 

Die Ermittelung des g. g. T. mehrerer Zahlen beruht auf 
folgendem Lehrsatz: 

Lehrsatz 82. Will man den g, g. T. mehrerer Zahlen ermittein, 
so darf man zwei von diesen Zahlen durch ihren g, g. T. ersetzen. 

Es seien zum Beispiel die Zahlen 240, 360, 660, 144 ge« 
geben. Der g. g. T. von 240 und 360 ist 120. Wir wollen 
nun zeigen, daß die gegebenen Zahlen denselben g. g. T. 
haben, wie 120, 660, 144. Dazu beweisen wir, daß jeder ge- 
meinsame Teiler von 240, 360, 660, 144 auch gemeinsamer 
Teiler von 120, 660, 144 ist und umgekehrt. Dies folgt aber 
sofort daraus, daß erstens jeder gemeinsame Teiler von 240 
und 360 in 120 aufgeht, und daß zweitens auch jeder Teiler 
der Zahl 120, also auch der gesuchte g. g. T., in ihren Viel- 
fachen, 240 und 360, aufgeht. 

Man hat so die Ermittelung des g. g. T. der vier vorge- 
legten Zahlen auf die Ermittelung des g. g. T. von drei Zahlen 
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zurückgeführt. Ebenso kann man die Ermittelung des g. g. T. 
dieser drei Zahlen auf die Ermittelung des g. g. T. Ton zwei 
Zahlen zurückführen; denn man braucht nur 120 und 660 durch 
ihren g. g. T. 60 zu ersetzen. Es bleibt also nur noch übrige 
den g. g. T. von 60 und 144 zu bestimmen: er ist offenbar 12. 
Beehenregel 18. Um den g, g> T. mehrerer Zahlen zu finden, 
bestimmt ma/n den g. g T, der beiden ersten, darauf den g, g, T, 
dieses ersten g. g. T. und der dritten Zahl, darauf den g, g, T. 
dieses zweiten g, g, T. und der vierten ZaMy und so fort bis alle 
Zahlen erschöpft sind. Der zuletzt berechnete g. g. T, ist der g, g. T. 
der gegebenen Zahlen, 

42. Kleinstes gemeinsames Vielfaches. Erklärung. 

Man nennt kleinstes gemeinsames Vielfaches (k. g, V.) von zwei 
oder mehreren Zahlen das kleinste ihrer gemeinsamen Vielfachen, 
d. h die kleinste von Ntdl verschiedene Zahl, die gleichzeitig 
durch alle diese Zahlen teilbar ist 

Lehrsatz 38. Das k. g. V. zweier Zahlen ist gleich dem 
Quotienten ihres Produkts durch ihren g. g, T. 

Sind nämlich die Zahlen 12012 und 4152 vorgelegt, deren 
g. g. T. 12 ist, so ist ihr k. g. V. gleich 

(12012 . 4152) : 12 = 1001 • 4152 = 4156152. 

Beohenregel 19. Um das k, g. V, mehrerer Zahlen zu be- 
stimmen, berechne man das k, g, F. der beiden ersten, dann 
das k. g. V, dieses ersten k, g. F. und der dritten Zahl, hierauf 
das k. g. F. dieses zweiten k, g. F. und der vierten Zahl, und so 
fort, bis alle gegebenen Zahlen erschöpft sind. Das zuletzt be- 
rechnete k. g, V. ist das gesuchte k. g. V. 

Es seien nämlich z. B. die vier Zahlen 147, 400, 2160, 
10080 gegeben. Bildet man nach dem Lehrsatz 33 das k. g. V. 
der beiden ersten Zahlen, 147 und 400, also 58800, so ist jedes 
gemeinsame Vielfache der gegebenen vier Zahlen auch ein 
gemeinsames Vielfaches der drei Zahlen 58800, 2160 und 
10080, wwd umgekehrt. Bildet man weiter nach der Regel das 
k. g. V. von 58800 und der dritten Zahl 2160, also 529200, 
so ist jedes gemeinsame Vielfache der drei Zahlen 58800, 
2160 und 10080 auch ein gemeinsames Vielfaches der beiden 
Zahlen 529200 und 10080, und um^/ekehrt. Bildet man daher 
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schließlich das k. g. V. von 529200 und 10080, also 1058400, 
so sind alle gemeinsamen Vielfachen Ton 529200 nnd 10080 
auch gemeinsame Vielfache von 1058400, und umgekehrt. 
Hieraus folgt, daß aUe gemeinsamen Vielfachen der vier ge- 
gebenen Zahlen Vielfache von 1058400 sind, d. h. diese Zahl 
ist das k. g. V. der Zahlen 147, 400, 2160, 10080. 

43. Aiiweiidiingen des g. g. T. und des k. g. ▼. 
Der g. g. T. und das k. g. V. liefern nicht selten die Lösung 
von Aufgaben aus dem täglichen Leben; wir wollen hiervon 
einige Beispiele angeben. 

Aufgabe I. Jemand hat 52 Kugeln und wiU 24 Kinder 
spielen lassen. Er soll die Kinder in gleiche Gruppen 
einteilen, sodaß jede Gruppe dieselbe Anzahl von Kugeln he- 
Jcommtj und daß diese Gruppen so zahlreich wie möglich sind. 
Die Zahl der Gruppen muß ein Teiler von 52 und 24 sein. 
Damit die Gruppen möglichst zahlreich sind, muß man also 
den g. g. T. von 52 und 24 nehmen; wie man leicht findet, ist 
er gleich 4. Daher gibt es 4 Gruppen zu 6 Kindern, und 
jede Gruppe bekommt 13 Kugeln. 

Aufgabe II. Jemand hat 36 weiße und 48 rote Bösen. Er 
wünscht möglichst viele Sträuße herzuMellen, sodaß in aMen 
Sträußen die gleiche Anzahl von roten und die gleiche AnzaM 
von weißen Rosen enthalten ist. Die Zahl der Sträuße muß 

d^^ g* S' '^' ^^^ ^^ ^^^ ^^7 ^^^^ ^^ ^^^- ^^^ bekommt also 
12. Sträuße, und jeder Strauß besteht aus drei weißen und vier 
roten Rosen. 

Aufgabe in. Johann hat eine bestimmte Anzahl von 
Zehnpfennigstücken und kein anderes Geld. Er geht, um sich 
Hefte zu kaufen, die das Stück 8 Pfennige kosten, zu einem 
Kaufmann, der amh kein Meines Geld mehr hat Man soll die 
kleinste Anzahl von Heften bestimmen, die Johann kaufen kann. 
Die Ausgabe von Johann, in Pfennigen ausgerechnet, muß ein 
Vielfaches von 10 sein, da er nur Zehnpfennigstücke besitzt. 
Sie muß aber auch ein Vielfaches von 8 sein, da jedes Heft 
8 Pfennige kostet. Wenn er daher so wenig wie möglich aus- 
geben will, muß seine Ausgabe gleich dem kleinsten gemein- 
samen Vielfachen von 10 und 8 sein, also gleich 40. Johann 
bekommt für 4 Zehnpfennigstücke 5 Hefte. 

Borel-Stäokel, Die Elemente der Mathematik I 5 
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Aufgaben zu Kapitel V 

40. Beweise, daß bei der Division einer Zahl durch 4 oder durch 
25 derselbe Best bleibt wie bei der Division der Zahl, die durch ihre 
beiden letzten Ziffern gebildet wird, durch 4 oder durch 25. 

41. Bestimme die Beste bei der Division folgender Zahlen durch 
B, 8, 4, 5, 9, 25: 

86, 375, 200B, 3651, 434257, 32578, 111111, 
1111122, 123456789, 987654821. 

42. Suche den g. g. T. von 68532 und 28451. 

43. Suche den g. g. T. von 111111 und 1111. 

44. Suche den g. g. T. von 10000001 und 10001. 

45. Suche den g. g. T. von 1000 000 001 und 1000001. 

46. Suche das k. g. V. von 24, 86, 60, 100. 

47. An einem Zweirad mit Kettenübersetzung hat das kleine 
Kettenrad 8 Zähne und das große 18 Zähne. Bestimme die kleinste 
Zahl von Tritten, nach denen Vorderrad und Hinterrad beide ihre ur- 
sprüngliche Stellung einnehmen. 

48. An einem Wagen haben die Vorderräder 8 Meter Umfang, die 
Hinterräder 4 Meter Umfang. Bestimme den kleinsten Weg, den man 
durchlaufen muß, damit jedes Bäderpaar eine ganze Anzahl von Um» 
drehungen gemacht hat. 

49. Die Dampfschiffe einer ersten Schiffslinie verlassen einen Hafen 
alle 12 Tage, die Dampfschiffe einer zweiten Linie aber nur alle 28 Tage. 
Wenn für beide Linien der 1. Januar 1908 ein Abfahrtstag gewesen ist, 
so soll ermittelt werden, wann es sich zum erstenmal wieder trifft, da^ 
beide Abfahrten am selben Tage stattfinden. 

50. Beweise die folgenden Lehrsätze: 

a) Eine Zahl unterscheidet sich von ihrer Quersumme um ein Viel- 
faches von neun. 

b) Die Quersumme der Summe zweier Zahlen ist entweder gleich 
der Summe der beiden Quersummen oder unterscheidet sich von ihr um 
ein Vielfaches von neun. 

c) Die- Quersumme der Differenz zweier Zahlen ist entweder gleich 
der Differenz der beiden Quersummen oder unterscheidet sich von ihr 
um ein Vielfaches von neun. 

51. Aus den Lehrsätzen b) und c) der vorhergehenden Aufgabe soll 
die Neunerprobe für die Addition und die Subtraktion hergeleitet werden. 

52. Mache die Neunerprobe für die Additionen bei der Aufgabe 4. 

53. Mache die Neunerprobe für die Subtraktionen bei den Auf- 
gaben 8 und 10. 

54. Mache die Neunerprobe für die Multiplikationen bei den Auf- 
gaben 16 bis 20. 



Kapitel VI 

Frimzahlön 

I. Erklärung nnd Eigenschafteii der PrimzaUen 

44. Erkl&ning der PrlmzaUeii. PrimeaMm nennt 
man die Zahlen, die "keine anderen Teiler besitzen ais sich sdtfst 
und die Einheit; die Zahl 1 rechnet man nicht zu den Prim- 
zahlen, 

So ist 7 eine Primzahl^ und ebenso 11; 6 ist dagegen 
keine Primzahl. 

Man darf die Erklärung der Primzahlen nicht mit der Er- 
klärung der Zahlen yerwechselu; die relativ prim sind. Man 
nennt daher bisweilen Zahlen^ die nach der Erklärung Prim- 
zahlen sind^ absolute Primzahlen; durch den Zusatz absolut 
will man ausdrücken^ daß die Eigenschaft einer Zahl^ Prim- 
zahl zu sein, nur von ihr selbst abhängt^ aber nicht von ihrer 
Beziehung zu andern Zahlen. Zum Beispiel ist 7 eine Prim- 
zahl, und auch 11 ist eine Primzahl, dagegen sind die Zahlen 
6 und 35 relativ prim, oder es ist, wie man auch sagt, 6 
relaliv prim gegen oder auch prim zu 35; aber 6 ist nicht prim 
gegen 12; 35 ist nicht prim zu 10. 

Wenn man die Zahlen in der natürlichen Beihe (Nr. 7) 
hinschreibt und aus dieser Reihe die Zahlen wegstreicht, die 
keine Primzahlen sind, so erhält man die natürliche Beihe der 
Primzahlen. Man überzeugt sich leicht, daß diese Reihe mit 
den Zahlen 2, 3, 5, 7, 11, 13 beginnt. Die Entscheidung, ob 
eine gegebene Zahl eine Primzahl ist, wird jedoch schwieriger, 
sobald man zu größeren Zahlen gelangt. 

45. Aufgabe. Man soll ermitteln y ob eine gegebene Zahl 
eine Primzahl ist. 

Es sei zum Beispiel die Zahl 127 gegeben. Man 

erkennt sofort, daß 127 weder durch 2, noch durch 3, 

6* 
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noch durch 5 teilbar ist. Femer ist 127 auch nicht teilbar 
durch 4 oder 6; denn wäre sie dadurch teilbar, so müßte sie 
auch durch 2 teilbar sein. Weiter ist 127 =» 7 • 18 + 1, folg- 
lich ist 127 nicht durch 7 teilbar. Die Zahl 127 ist auch 
durch 8, 9, 10 nicht teilbar; d^on wäre sie durch 8 oder 10 
teilbar, so müßte sie durch 2 teilbar sein, und wäre sie durch 
9 teilbar, so müßte sie durch 3 teilbar sein. Ebensowenig ist 
127 durch 11 teilbar; denn es ist 127 =- 11 • 11 + 6. Mithin 
ist die Zahl 127 durch keine der Zahlen yon 1 bis 11 teilbar, 
und ihr Quotient im Fehlbetrage durch 11 ist 11. Hieraus 
folgt aber, daß 127 eine Primzahl ist. Andernfalls könnte 
man sie in ein Produkt von zwei Faktoren zerlegen, und dabei 
könnten nicht beide Faktoren größer als 11 sein; denn be<- 
reits das Produkt 11 • 12 ist größer als 127, also gilt dies 
erst recht für das Produkt von zwei Zahlen, die größer als 
11 sind. Wenn also 127 keine Primzahl wäre, so müßte 
einer ihrer Teiler unter den Zahlen 2, 3, 4, . , ., 10, 11 
enthalten sein. Wir haben jedoch gefunden, daß dies nicht 
der Fall ist. 

Wenn man bedenkt, daß die vorhergehende TJberlegung 
darauf beruht, daß der Quotient im Fehlbetrage von 127 durch 
11 nicht größer als 11 ist, und beachtet, daß man für jeden 
Teiler, der keine Primzahl ist, genau dieselben Erwägungen 
anstellen kann, wie wir es soeben für 4, 6, 8, 9, 10 getan 
haben, so kann man folgende Regel aussprechen: 

Bechenregel 20. Um bu ermitteln, ob eine gegebene Zahl 
eine Primzahl ist, genügt es, sie der Eeihe nadi durch die Prim- 
zahlen 2y 3y 5, 7, 11, 13, . . , zu dividieren, bis der Quotient im 
Fehlbetrage nicht mehr größer ist als der angewandte Divisor. 
Wenn keine dieser Divisionen genau aufgeht, ist die gegebene 
Zahl eine Primzahl, 

Erklärung. Die Primzahlen, die in einer Zahl aufgehen, 
heißen ihre Primteiler; 1 gilt nicht als Primteiler. 

Jede Zahl, die keine Primzahl ist, hat zwei oder mehr 
Primzahlen zu Teilern. Deun wenn man nacheinander die 
Zahlen 2, 3, 4, 5, 6, . . . als Teiler versucht, so muß der erste 
Teiler, für den die Division aufgeht, eine Primzahl sein; sonst 
würde nämlich schon eine vorhergehende Division aufgegangen 
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sein. Folglich ist der Ideinste (von 1 verschiedene) Teiler einer 
Zahl immer eine Frimeahl, 

Die ganzen Zahlen^ deren kleinster Primteiler 2 ist, heißen 
gerade Zahlen; auch die Null rechnet man zu den geraden 
Zahlen. Alle anderen Zahlen, einschließlich der 1, nennt man 
ungerade Zahlen. 

Wenn man die Primzahlen unter 100 kennt, so läßt 
die vorhergehende Regel erkennen, ob eine Zahl unter 
10000 eine Primzahl ist; denn eine Zahl unter 10000 kann 
nicht das Produkt zweier Faktoren sein, die beide größer 
als 100 sind. Die Primzahlen unter 100 lassen sich aber 
leicht finden. Es sind nämlich, wie man sich leicht überzeugt, 
7 . 7 = 49, 7 • 11 = 77, 7 • 13 =- 91 die einzigen Zahlen unter 
100, die keine Primzahlen, aber weder durch 2, noch durch 
3 noch durch 5 teilbar sind. Wenn man also von 49, 77, 91 
absieht, so folgt schon allein aus den Kennzeichen der Teilr 
ha/rkeit für 2, 3, 5, ob eine Zahl unter 100 Primzahl ist 
oder nicht 

46. Tafeln der Primzahlen. Wenn man das Ver- 
fahren, das wir angegeben haben, auf Zahlen von mehr als 3 
Ziffern anwenden will, wird es sehr umständlich; für Zahlen 
von 5 oder 6 Ziffern wird es fast unbrauchbar. Man hat des- 
halb Tafeln der Primzahlen zusammengestellt, d. h. gedruckte 
Listen, die alle Primzahlen bis zu einer gewissen Grenze ent-* 
halten. 

Für die Zahlen, die keine Primzahlen sind, geben diese 
Tafeln gewöhnlich den Wert des kleinsten Primteilers; sie lassen 
sich daher für die Zerlegung einer Zahl in Primfaktoren ver- 
wenden, mit der wir uns bald beschäftigen werden. 

Um eine solche Tafel herzustellen, kann man das soge- 
nannte Sid) des Eratosthenes anwenden. Wir bilden eine recht- 
winklige Tafel, in der jedes Feld einer Zahl entspricht. Die 
Zahlen werden darin wie auf der folgenden Seite angeordnet. 

Dabei ist es gar nicht nötig, die Zahlen wirklich hinzu- 
schreiben, die den einzelnen Feldern entsprechen. Es genügt, 
etwa die drei ersten Zeilen hinzuschreiben, die die Zahlen bis 29 
enthalten, und die folgenden Zeilen, die die Zahlen von 30 
bis 129 enthalten würden, einfach zu numerieren. 
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Jetzt ist die Zahl 2 sicher eine Primzahl. Die folgenden 
Zahlen sind Ton 2 zu 2 durch 2 teilbar und 2 ist ihr kleinster 
Teiler. Wir setzen also in kleiner Schrift den Teiler 2 von 2 
zu 2 in die Felder. Die Zahl 3, die auf 2 folgt, ist ebenfalls 
eine Primzahl; wie schreiben sie ebenso von 3 zu 3 in die 
Felder und zwar von dem Felde ab, das die 8 selbst enthält, 
also in die Felder 6, 9, 12, 15, 18 usw. Diese Zahlen sind 
durch 3 teilbar. Wenn man bloß den kleinsten Primteiler jeder 
Zahl haben will, so schreibt man, wie wir es getan haben, 
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die 3 nicht in die Felder, wo schon die 2 steht. Die Zahl 4, 
die auf 3 folgt ist keine Primzahl, denn in ihrem Felde steht 
schon der Teiler 2. Man nimmt daher die Zahl 5 und setzt 
sie von 5 zu 5 in die Felder, wobei man von dem Felde der 
5 ausgeht; wir haben die 5 nur in die Felder hingeschriebeo, 
in denen weder 2 noch 3 standen. Ebenso nimmt man die 
erste auf 5 folgende Zahl, in deren Feld noch kein Teiler 
steht: dies ist die Zahl 7. Mithin ist 7 durch keine der vor- 
hergehenden Zahlen teilbar^ also eine Primzahl. Man schreibt 
wieder die Zahl 7 von 7 zu 7 in die Felder usw. 

Die Felder, in denen kein Teiler steht, liefern die Prim- 
zahlen. 

Bei dem Sieb des Eratosthenes gehört m dem ersten der 
Felder, in denen eine PrimmM steht, das Quadrat dieser Zahl. 
So steht die 7 zum ersten Mal in dem Felde, das der Zahl 
49 entspricht. 

Man Icönnte das Verfahren des Sieiens auch allein amf die 
ungeraden Zahlen anwenden und sich die Mühe, die geraden 
Zahlen hinzuschreiben, ersparen; die Vielfachen von 3 würden 
sich immer noch von 3 zu 3 finden, die Vielfachen von 5 
ebenso von 5 zu 5, usw. 

Allein in diesem Fälle wäre es nicht möglich, nur die Zahlen 
hinzuschreiben, die weder du/rch 2 noch durch 3 teilbar sind, 
femer umrden sich die Vielfachen von 5 nicht mehr von 5 zu 5 
finden usw. 

Man hat sehr ausgedehnte Tafeln der Primzahlen und der 
Primteiler hergestellt; es gibt solche, die bis zu mehreren 
Millionen gehen. Soweit man auch in ihnen geht, so findet 
man doch immer neue Primzahlen und wird so auf die Frage 
geführt, ob die Anzahl der Primzahlen begrenzt ist, oder ob es 
im Gegenteil unbegrenzt viele Primzahlen gibt. Die Antwort 
auf die Frage ist der Lehrsatz: 

Lehrsatz 34. Die Reihe der Primzahlen ist unbegrenzt. 

Dieser Satz besagt, daß es zu einer gegebenen Primzahl 
immer noch eine größere gibt. Mithin gibt es auch eine dritte 
Primzahl, die noch größer als jene ist, dann eine vierte, die 
noch größer als die dritte ist, und so fort, ohne Ende. 

Um zu beweisen, daß die Reihe der Primzahlen unbegrenzt 
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ist^ wollen wir zeigen^ daß es eine Primzalü gibt^ die größer 
ist als 11; da wir jedoch dm Beweis durch eine Überlegung von 
allgemeiner Form führen^ d. h. dwrch eine Überlegung , die sich 
in dersdben Form auf jede andere Prim^oM anwenden laß, so 
folgt daraus die Richtigkeit des Lehrsatzes für jede Primzahl. 
Man soll also beweisen, daß es eine Primzahl gibt, die 
größer als 11 ist. Dazu bilden wir das Produkt 

2. 3 -5. 7. 11 = 2310 

der Primzahlen bis 11, die 11 eingeschlossen, und addieren 1 
zu diesem Produkt, so daß wir 2311 erhalten. Wenn wir jetzt 
2311 etwa durch 3 dividieren, so erhalten wir als Quotienten 
2 • 5 • 7 • 11 und als Best 1; man hat nämlich nach der vor- 
hergehenden Gleichung: 

2311 = (2.5. 7. 11). 3 + 1, 

folglich ist 2311 nicht durch 3 teilbar. Dieselbe Überlegung 
zeigt, daß 2311 durch keine der Zahlen 2, 5, 7, 11 teilbar 
ist. Hieraus ist zu schließen, daß 2311 entweder selbst eine 
Primzahl ist oder doch einen Primteiler besitzt, der größer als 
11 ist; jedenfalls erhalten wir also eine Primzahl, die größer 
als 11 ist, und das war zu beweisen. 

IL Zerlegung der Zahlen in Primfaktoren 

47. Zerlegnng einer Zahl In PrlmfUEtoren. Er- 

klänmg. Eif^ Zähl in Primfaktoren zerlegen, heißt ein Pro- 
dukt aus Primzahlen finden, das dieser Zahl gleich ist 
Zum Beispiel geben die Gleichungen: 

70 = 2 . 7 . 5, 

240 - 2 . 5 . 2 . 3 . 2 . 2, 

36 -2. 3. 2. 3, 

die Zerlegung der Zahlen 70, 240, 36 in Primfaktoren. Ge- 
wöhnlich schreibt man die Produkte von Primzahlen so, daß 
man die Faktoren der Größe nach anordnet. Man schreibt also: 

70 = 2.5.7, 

240 = 2. 2- 2. 2. 3. 5 «2^- 3. 5, 

36 = 2. 2. 3. 3 -22.31 
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Um das Produkt mehrerer gleicher Faktoren zu bezeichnen^ 
werden sogenannte Ea^onenten angewandt. Ein Exponent gibt 
an, wie oft die betreffende Primzahl als Faktor gesetzt werden 
soll; der Exponent 1 wird nicht besonders hingeschrieben 
(Nr. 21). 

Seohenregel 21. Um eine Zahl in Primfaktoren zu zer- 
legen^ teilt man sie durch ihren kleinsten Primteiler, und schreibt 
diesen hin. Darauf teilt man den Quotienten durch seinen 
kleinsten Primteüer, und schreibt ihn hinter den vorhergehenden 
Teiler. Dieses Verfahren wiederholt man, bis man zu einem 
Quotienten gelangt, der gleich 1 ist Die vorher hingeschriebenen 
Zahlen sifid die Primfaktoren der vorgelegten Zahl; sie sind 
nach der Größe geordfhet. 

Wenn man eine Tafel besitzt, die den kleinsten Teiler 
jeder Zahl angibt, so braucht man nur sich dieser Tafel zu 
bedienen und die Divisionen auszuführen. Besitzt man keine 
solche Tafel, so yersuche man der Reihe nach die aufeinander 
folgenden Primzahlen 2, 3, 5, 7 . . . als Teiler; dabei benutze 
man die Begehi für die Teilbarkeit, die man etwa kennt. Da 
der Quotient keinen Teiler enthalten kann, den der Dividendus 
nicht enthielte, braucht man bei diesen Versuchen niemals 
rückwärts zu gehen, d. h. einen Divisor zu versuchen, der 
kleiner ist als die schon versuchten Divisoren; wohl aber muß 
man denselben Divisor mehrfach versuchen. 

Gewöhnlich legt man die Rechnung folgendermaßen an. 
Es sei die Zahl 31620 vorgelegt: 
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Die Zahl 31620 hat nämlich den Teiler 2, den man rechts 
hinschreibt. Der Quotient ist 15810. Die Zahl 15810 hat 
ebenfalls den Teiler 2, den man rechts hinschreibt. Der 
Quotient 7905 ist nicht durch 2 teilbar, dagegen durch 3. 
Man schreibt den Teiler 3 rechts von 7905 hin und den 
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Quotienten 2635 darunter. 2635 ist nicht durch 3 teUbar 

(man braucht sich nicht noch einmal mit der 2 zu beschäftigen)^ 

wohl aber durch 5. Man schreibt die 5 und den Qaotienten 

527 hin. Dies.er Quotient 527 ist nicht durch 5 teübar (um 

2 und um 3 braucht man sich nicht mehr zu kümmern). Er 

ist auch nicht durch 7 teilbar, denn 527 ist gleich 520 + 7, 

und 520 ist nicht durch 7 teilbar, denn es ist 7 • 70 = 490 

und 520 ~ 490 == 30 ist nicht durch 7 teilbar. Die folgenden 

Primzahlen sind 11, 13, 17. Hilfsdiyisionen zeigen uns, daß 

527 nicht durch 11 und 13, wohl aber durch 17 teilbar ist. 

Der Quotient 31 ist eine Primzahl, und hat daher nur den 

Primteiler 31. Die Zerlegung ist vollendet, und man hat so 

gefunden: 

31620 = 2». 3. 5. 17. 31. 

48. Lehrsatz 35. Eine Zahl kann nur auf eine einzige 
Art in ein Produkt von Primmhlen zerlegt werden. 

Damit nämlich zwei Produkte von Primzahlen einander 
gleich sind, müssen sie aus denselben Faktoren zusammen- 
gesetzt sein, und jeder Faktor muß in beiden Produkten den- 
selben Exponenten haben. Diese Bedingung ist ofienbar not- 
wendig, aber auch hinreichend. 

Dieser Lehrsatz rechtfertigt die Einführung der Primzahlen; 
er ist der Schlüssel für ihre hauptsächlichsten Anwendungen. 
Er gibt eine charakteristische Eigenschaft der Produkte von 
Primzahlen; Produkte von Faktoren, die nicM sämtlich Prim- 
zahlen sind, können nämlich sehr wohl gleich sein, ohne daß 
die Faktoren einzeln gleich sind. Zum Beispiel ist: 

2 6 = 3.4; 

das liegt daran, daß 6 keine Primzahl ist. 

49. Auweudimgen auf die Teilbarkeit. Beohen- 

regel 22. Man multipliziert zwei oder mehrere Zahlen, die auf 
die Form von Primzahlprodukten gebracht sind, indem man 
jeden der verschiedenen PHmfaktoren^ die in den gegebenen 
Zahlen vorkommen ^ mit einem Exponenten versieht, der gleich 
der Summe der Exponenten ist, die er in den Primzahlprodukten 
hat, und die so erhaltenen Faktoren multipliziert 
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Es seien zum Beispiel die folgenden Zahlen gegeben: 

24 = 28.3, 

90 = 2.32.5, 

35 = 5.7. 

Das Produkt dieser Zahlen enthält die verschiedenen Prim- 
faktoren 2, 3, 5, 7, die in den gegebenen Produkten vorkommen, 
und weiter keine. Der Exponent von 2 muß gleich 3 + 1 = 4 
sein, da er bei 24 gleich 3, bei 90 gleich 1 ist, und da 2 in 
35 nicht vorkommt. Ebenso muß der Exponent von 3 gleich 
1 + 2 = 3, der Exponent von 5 gleich 1 + 1 => 2 und der 
Exponent von 7 gleich 1 sein. Schließlich ist also: 

24. 90. 35 «2*. 3«. 52. 7. 

Beweis. Um diese Regel zu beweisen, braucht man nur 
die Lehrsätze über das Produkt mehrerer Faktoren (Nr. 15) an- 
zuwenden. Auf diese Art erhält man der Beihe nach: 

24. 90. 35 = 2». 3. 2. 3«. 5. 5. 7 

= 22. 2. 3. 2 3. 3- 5. 5. 7 

= 2.2.2- 23.3.3.5.5. 7 

= 2*. 3«. 5». 7 

_2»+i.3i+^.5^+i.7i. 

Der Exponent von 2 ist also schließlich gleich der Zahl, die 
angibt, wie oft der Faktor 2 in dem entwickelten Produkt auf 
der dritten Zeile vorkommt, und diese Zahl ist offenbar gleich 
der Summe der Zahlen, die angeben, wie oft 2 in den gegebenen 
Primzahlprodukten vorkam, d. h. gleich der Summe der Ex- 
ponenten von 2 in diesen Primzahlprodukten. Dasselbe gilt 
für die anderen Faktoren. 

Beohenregel 23. Der Quotient zweier in Primfaktoren zer- 
legter Zahlen wird gewonnen, indem mojn von jedem Exponenten 
des Dividendus den Exponenten desselben Faktors im Divisor 
subtrahiert. Wenn die Differenz gleich Null ist, so kommt der 
Faktor im Qtwtienten nicht vor. Läßt sich die Subtraktion 
ni(M ausführen oder efithält der Divisor Primfaktoren, die im 
Dividendus nickt vorkommen^ so geht die Division nicht auf. 
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Da die Division die ümkehnmg der Multiplikation ist, so 
ist die Regel 23 für die Division eine Folge der Regel 22 
für die Multiplikation nnd des Lehrsatzes 35. 

Es sei zum Beispiel die Zahl 

4320 -25.3». 5 
durch die Zahl 

108 = 2«. 3» 

zu dividieren. Das Produkt des Quotienten mit 108 muß 4320 
sein. Nimmt mau also an, der Quotient sei in Primfaktoren 
zerlegt, und multipliziert ihn nach der Rechenregel 22 mit 
108, so muß man das Produkt von Primfaktoren finden, das gleich- 
4320 ist; denn 4320 Jcann nur auf eine einzige Art in Prim- 
faktoren zerlegt werden Folglich ist der Exponent jedes Prim- 
faktors in dem Dividendus 4320 gleich der Summe der Ex- 
ponenten dieses Faktors im Divisor 24 und in dem unbekannten. 
Qaotienten. Nach der Erklärung der Subtraktion wird man 
daher auf die ausgesprochene Regel gefuhrt. Man erhält auf 

diese Art: 

4320 : 108 = 40 - 2». 5 - 2*-*. 5. 

Hätte man 3*. 7* durch 2.3 dividieren sollen, so wäre- 
die Antwort gewesen, daß die erste dieser Zahlen nicht durch 
die zweite teilbar ist; denn wenn sie es wäre und man den 
Quotienten in Primfaktoren zerlegen würde, so müßte der Faktor 
2 im Dividendus mit einem Exponenten vorkonunen, der gleich 
der Summe seiner Exponenten im Divisor und im Quotienten 
wäre, und daher mindestens gleich 1. Das ist jedoch nichi 
der FaU. 

Ebenso stände es, wenn man 2'« 3*- 5 durch 2 • 3^ divi- 
dieren sollte; denn es gibt keine Zahl, die zu 5, dem Expo- 
nenten von 3 im Divisor hinzugefügt, den Exponenten von 3 im 
Dividendus, also 2, ergäbe. Man kann mithin den folgenden 
wichtigen Lehrsatz aussprechen: 

LehrsatB 36. Damit eine in Primfaktoren zerlegte Zahl dwrch 
eine andere teilbar ist, ist es notwendig und hinreichend, daß 
der Dividendus alle Primfaktoren enthält, die im Divisor vor- 
kommen, und daß jeder von ihnen einen Exponenten hai, der 
mindestens gleich dem Exponenten ist, den er im Divisor hcU^ 
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Bemerkung. Die Bechenregel 23 läßt sich einfacher und 
deutlicher aussprechen^ wenn man beachtet^ daß ein Faktor, 
der in einem Produkt nicht vorkommt, so angesehen werden 
kann, als ob er vorhanden, aber mit dem Exponenten Null 
versehen wäre. Man darf alsdann immer voraussetzen, daß der 
Divisor dieselben Primfaktoren enthält wie der Dividendus; da- 
bei können gewisse Primfaktoren den Exponenten Null haben. 
Der Qtiotient ist jetist gleich einem Produkt eben dieser Frim- 
faJctoren, bei dem jeder Primfdktor als Exponenten die Differenz 
seiner Exponenten im Dividendus und Divisor erhalt^ voraus- 
gesetzt, daß die Subtraktionen ausführbar sind. Wenn dabei 
gewisse Primfaktoren den Exponenten Null erhalten, so kcmn 
man sie im Produkt weglassen^ oder, was amf dasseihe hinaus 
kommt, durch den Faktor 1 ersetzen. 

Wenn man zum Beispiel die Zahlen 

720 = 2*. 3«. 5, 15 = 3.5 

betrachtet, so kann man setzen 15 == 2^- 3 • 5, und daher ist: 

720 : 15 = 2*"^. 3«-^ 5^-i= 2*. 3^ • 5«=- 2*. 3. 

60. O. g. T. nnd k. g. V. von Zahlen, die in Prim- 
faktoren zerlegt sind. Die Lehrsätze und Rechenregeln 
in den vorhergehenden Nummern liefern uns Regeln, die es 
ermöglichen, den g. g. T. und das k. g. V. von Zahlen, welche 
in Primfaktoren zerlegt sind, sofort hinzuschreiben. Man er- 
hält nämlich den g. g. T. mehrerer Zahlen, indem man unter den 
Zahlen, die in ihnen allen aufgehen, also ihren gemeinsamen 
Teilern, die Zahl nimmt, die die meisten Primzahlen enthält, 
und zwar eine jede Primzahl mit dem größten Exponenten. 
Ebenso erhält man das k. g. Y., indem man dasjenige Viel- 
fache der gegebenen Zahlen nimmt, das die wenigsten Prim- 
zahlen enthält, und zwar jede Primzahl mit dem kleinsten Ex- 
ponenten. Man gelangt so zu folgenden Regeln: 

Beohenregel 24. Jfon erhält den g. g, T. von Zahlen, die 
in Primfaktoren zerlegt sind, indem man die Primfaktoren 
nimmt, die allen Zahlen gemeinsam sind, und jeden von ihnen 
mit dem kleinsten Exponenten versieht, den er in diesen Zahlen hat. 

Wenn man nämlich bei der Büdung des g. g. T. einen 
Primfaktor einführte, der nicht in einer der gegebenen Zahlen 
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Vorkommt, oder wenn man einem der yorhandenen Faktoren 
einen Exponenten gäbe, der größer wäre als einer der Expo, 
nenten, mit dem er in einer der gegebenen Zahlen yorkommt, 
so würde daa so gebildete Produkt nicht in dieser Zahl auf- 
gehen. Da man also keinen größeren gemeinsamen Teiler bilden 
kann, hat man wirklich den g. g. T. 

Beispiel. Gegeben seien die Zahlen 

240 = 2*. 3 . 5, 36-2^. 3«, 1000 = 2». 5^ 

Der g. g. T. ist 2*-3«>.5®-4. 

Eine ähnliche Überlegung föhrt zu dem Beweise der 
Regel für das k. g. V.: 

Bechenregel 25. Man erhält das k, g. V. mehrerer Zahlen^ 
die in Primfaktoren zerlegt sind, indem man sämtliche Prim- 
faktoren, die in diesen Zahlen überhaupt vorkommen, multipliziert; 
dabei ist jeder von ihnen mit einem Exponenten zu versehen, der 
gleich dem größten Exponenten ist, den er in den gegebenen 
Zahlen hat, 

Beispiel. Wenn man wieder die Zahlen 240, 36 und 1000 
nimmt, so findet man für ihr k. g. V. 

2*. 3«. 5»= 18000. 
Aufgaben zu Kapitel VI 

55. Zeige, daß die Zahl 2311, die bei dem Beweise des Lehr^ 
Satzes 34 in Nr. 46 vorkam, eine Primzahl ist. 

56. Ermittle, ob die folgenden Zahlen Primzahlen sind: 191, 1203, 
1307, 1501, 2309, 15247, 17231. 

57. Zerlege folgende Zahlen in Primfaktoren: iS42, 576, 684, 1002, 

58. Berechne den g. g. T. der vier Zahlen in der Aufgabe 67. 

59. Berechne das k. g. V. der Zahlen 11, 101, 1001. 

60. Berechne das k. g. V. der Zahlen 9, 99, 999, 9999. 

61. Zeige mit Hilfe dpr Zerlegung in Primfaktoren, daß das Pro- 
dukt des k. g. V. zweier Zahlen mit dem g. g. T. gleich dem Produkt 
dieser Zahlen ist. 

62. Wieviel mal kommt der Primfaktor 3 in dem Produkt der 
50 ersten Zahlen vor? 

63. Wieviel mal kommt der Primfaktor 7 in dem Produkt der 
100 ersten Zahlen vor? 

64. Wieviel mal kommt der Primfaktor 13 in dem Produkt der 
654 ersten Zahlen vor? 

65. Zerlege das Produkt der 121 ersten Zahlen in Primfaktoren! 



Kapitel Vn 

Gewöhnliche Brüche 

I. Erklämng und gnindlegende Eigenscliafteii 

61. Begriff der Größe, unsere Betrachtungen bezogen 
sicli bis jetzt auf Gegenstände oder genauer gesagt Individuen. 
Das Wort Individuum bedeutet nickt mehr teiU>ar. Habe ich 
zum Beispiel einen Apfel und zerschneide ihn in drei Stücke^ 
so kann keines davon mehr als Apfel bezeichnet werden; das 
Individutim Apfel ist zerstört worden. Dennoch wird man im 
täglichen Leben häufig zu Aufgaben folgender Art geführt: 

Aufgabe. Man soll 3 Äpfel gleichmäßig unter 4 Kinder, 
verteilen. Wie viel bekommt jedes Kind? Wenn man 8 Äpfel 
unter 4 Kinder zu verteilen hätte^ so bekäme jedes von ihnen 
2 Apfel; denn 2 ist das Ergebnis der Division von 8 durch 4. 
Wenn man jedoch nur 3 Apfel hat^ kann offenbar nicht jedem 
Kinde ein ganzer Apfel zukommen. Man kann indessen jeden 
Apfel in vier gleiche Stücke oder in vier Viertel zerschneiden, 
und jedem Kinde ein Viertel von jedem der Apfel geben, so 
daß jedes von ihnen zusammen 3 Viertel Apfel erhält. 

In Wahrheit hat man bei der vorliegenden Aufgabe nicht 
Apfel geteilt, sondern die Massen der Äpfel. Daß es ledig- 
lieh auf die Masse der Apfel ankommt, erkennt man deutlich, 
wenn man annimmt, es sollen nicht 3, sondern 8 Apfel unter 
die 4 Kinder verteilt werden. Jedes Kind erhält dann 2 Apfel; 
es würde aber auch zufrieden sein, wenn man ihm nach dem 
vorher erklärten Verfahren 8 Viertel Apfel gäbe. 

In Gegensatz zum Individuum ist also die Masse teilbar, 
und zwar in beliebig viele Teile. Jeder dieser Teile ist wieder 
eine Masse. Man nennt daher die Masse eine Größe. Es gibt 
außer der Masse noch andere Größen, zum Beispiel Länge, 
Flächeninhalt, Volumen, Gewicht, Geldwert. 
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Eine Länge läßt sich nämlich in beliebig viele Teile 
teilen^ und jeder Teil davon ist wiederum eine Länge. Habe 
ich etwa ein Band^ dessen Länge 1 Meter ist, so kann 
ich es ofiPenbar in 6 gleiche Teile oder in 13 gleiche Teile 
oder in 250 gleiche Teile teilen. Wenn man verlangte, 
daß ich es in eine Million gleicher Teile teilte, so ist diese 
Teilung zwar nicht mehr praktisch durchführbar, aber man 
kann sie sich doch im Geiste vorstellen. Habe ich femer eine 
Flasche, die ein LUer Wasser enthält, und eine bestimmte An- 
zahl von gleichen Gläsern, so kann ich die Flasche so in die 
Gläser entleeren, daß sie alle dieselbe Menge Wasser enthalten; 
man hat so das Liter Wasser, also ein Volumen, in eine be- 
stimmte Anzahl gleicher Teile geteilt. 

Der Gegensatz zwischen Individuen und Größen findet 
seinen Ausdruck in sprachlichen Unterscheidungen, über die man 
sorgfältig nachdenken sollte. Will ich etwas für 10 Pfennige 
verkaufen, so soll man mir dafür 10 Eupferstücke, also In- 
dividueny geben. Verlange ich dagegen 10 Pfennig, so ist es 
mir nur um den Geldwert, also eine Größe, zu tun, und es 
ist mir nebensächlich, in was für Münzen dieser Geldwert aus- 
gezahlt wird. 

62. Erklärung der Brflohe. Kehren wir zu der Auf- 
gäbe zurück, bei der 8 Apfel unter 4 Kinder verteilt werden 
sollten. Jedes Kind erhielt 8 : 4 =» 2 Apfel. Die Zahl 2 ist 
durch Division erhalten worden. Man hat nun die Bedeutung 
des Wortes Division erweitert und nennt Division auch das 
Verfahren, mittels dessen man 3 Apfel in 4 gleiche Teile teilt. 
In jenem Fall war der Quotient 2, in diesem ist er drei Viertel. 

Den Quotienten 3 Apfel durch 4 schreibt man auch kurz: 

-T- Apfel (gelesen: drei viertel Äpfel). 
Ebenso ist 

3 m : 4 = -r- m. 

Man kann daher von der Benennung absehen und die vorher- 
gehenden Aussagen in die eine Gleichung zusammenfassen: 

3;4 = 4- 

4 
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Der Quotient — wird ebenfalls als ZaM bezeichnet^ und 

zwar als ein Bruch. Man hat also die Bedeutung des Wortes 

Zahl, das bis jetzt ausscbließlich die ganzen Zahlen (Nr. 6) 

bezeichnen sollte, erweitert und sagt, die Brüche seien Zahlen. 

Auch ganze Zahlen können in der Form von Brüchen 

erscheinen, zum Beispiel ist —^^2, Man überzeugt sich leicht, 

daß sich sogar jede gegebene ganze Zahl in Form eines Bruches 
darstellen läßt. Wenn man nämlich die ganze Zahl mit einer 
zweiten ganzen Zahl multipliziert und das erhaltene Produkt 
durch diese Zahl dividiert, so bekommt man einen Bruch, der 
gleich der ursprünglichen ganzen Zahl ist. Hieraus folgt, daß 
der Begriff des Bruches den Begriff der ganzen Zahl als be- 
sonderen Fall in sich enthält. 

Wie wir vorhin sagten, haben die Größen im Gegensatz 
zu den Individuen die Eigenschaft, sich in beliebig viele Teile 
teilen zu lassen. Gelegentlich nennt man jedoch Größen auch 
gewisse Safnmdbegriffe, bei denen einige Teilungen möglich, 
andere Teilungen aber ausgeschlossen sind. Ein solcher Be- 
griff ist zum Beispiel das Dutzend; ein Dutzend Tücher kann 
man nämlich in 2, 3, 4, 6, 12 Teile, aber nicht in 5 oder 
24 Teile teilen. Ein Regiment von 1200 Mann kann man offen- 
bar in 2, in 3, aber nicht mehr in 17 oder 10000 gleiche 
Teile teilen; man kann also von seiner Hälfte und von seinem 
Drittel, aber nicht von seinem Siebzehntel oder seinem Zehn- 
tausendstel sprechen. Wir betrachten im folgenden nur beliebig 
teilbare Chvßen, Unter dieser Voraussetzung kann man folgende 
Erklärung geben. 

Erklärung. Ein Bruch ist ein arithmetisches Zeichen, 
da>s besagt, daß man eine Größe in eine bestimmte Anzahl 
gleicher Teile teilen und eine bestimmte Anzahl dieser Teile 
nehmen soll. 

Die Anzahl der gleichen Teile, in die man die Größe teilt, 
heißt der Nenner des Bruches, Die Anzahl der Teile, die man 
davon nimmt, heißt der Zähler des Bruches, 

Um einen Bruch zu schreiben, schreibt man seinen Nenner 
unter den Zähler und trennt beide durch einen wagerechten 
Strich. Um einen Bruch auszusprechen, nennt man zuerst 

Borel-St&ck«l, Die Elemente der Mathematik I 6 
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den Zähler und fügt ein vom Nenner abgeleitetes Beiwort 
hinzu (Halb, Drittel, Viertel, Fünftel, Sechstel, Hundert- 
tausendstel, Millionstel usw.)^). 

63. Wenn zwei Brüche denselben Nenner haben, so ist der 
Bruch größer, der den größeren Zähler hat. Zum Beispiel ist 

-- größer als t^; denn diese Brüche geben beide eine Anzahl 

von Zwölfteln, also von gleichen Teilen der Größe, die man 
teilen soll, und der erste bedeutet 7 solcher Teile, während 
der zweite nur 5 Teile bedeutet. 

Wenn femer zwei Brüche denselben Zähler haben, so ist 
der Bruch größer, der den kleineren Nenner hat. Zum Beispiel 

ist — größer als — ; wenn nämlich 11 Personen 5 Äpfel unter 

sich verteilen, so ist der Anteil eines jeden größer, als wenn 
es 12 Personen sind. Allgemein gesprochen ist ein Elftel 
größer als ein Zwölftel , weil man, um ein Elfbel zu erhalten^ 
die Größe, die man teilen soll, in weniger gleiche Teile teilen 
muß, als bei einem Zwölftel. 

Ähnliche dem iäglichen Leben entnommene Bemerkungen 
wie die vorhergehenden führen zum Beweise der folgenden 
grundlegenden Lehrsätze. 

Lehrsats 37. Man multipliziert einen Bruch mit einer 
ganzen Zahl, indem man den Zähler mit dieser Zähl muUipli- 
ziert und das so erhaltene Produkt durch den Nenner dividiert. 

Lehrsatz 38. Man dividiert einen Bruch durch eine ganze 
Zahl, indem man den Nenner mit dieser Zahl multipliziert und 
den Zähler durch das erhaltene Produkt dividiert. 

9 8 6 

So ist — drei Mal so groß als — ; — ist drei Mal so klein 



als , 

4 
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1) Man achte darauf, daß diese Art, einen Bruch auBznsprecheOf 
bisweilen zweideutig ist. Zum Beispiel wird der Bruch ——ausgesprochen: 

zweihundert Tausendstel und der Bruch iqqoöö' ^®' ^^^ diesem ganz ver- 
schieden ist: zwei Hunderttausendstel \ beide Aussagen enthalten also 
dieselben Worte in derselben Reihenfolge. Um diese Zweideutigkeit zu 
vermeiden, sagt man besser 200 Eintausendstel und 2 Einhundert" 
tausendstel. 
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54. Ctonauer Qnotient zweier ganzen Zahlen. 

Während wir die Division einer Anzahl von Gegenständen durch 
eine ganze Zahl häufig nicht ausführen konnten und uns damit 
begnügen mußten^ den Quotienten im Fehlbetrage oder den 
Quotienten im Überschuß zu bilden^ können wir nach Ein- 
führung der Brüche bei jeder Division von dem genauen 
Qiwtientm reden; ausgeschlossen bleibt nur, wie früher, der 
Fall, daß der Divisor NuU ist. Als genauen QmUenten haben 
wir die Zahl (den Bruch) zu bezeichnen, die mit dem Divisor 
multipliziert (Lehrsatz 37) den Dividendus ergibt. 

Lehrsatz 89. Der Quotient zweier ganzen Zahlen ist der 
Bruch y der den Dividendus zum Zähler und den Divisor zum 
Nenner hat. 

Zum Beispiel gibt das Ergebnis der Division von 14 
durch 3 die Antwort auf die Frage: Man wiU 14 Äpfd 
gleichmäßig unter 3 Kinder verteilen'^ wieviel muß man jedem 
von ihnen geben? Die Antwort lautet: Wenn man jeden Apfel 
in drei gleiche Teile teilt und jedem Einde ein Drittel von 
jedem Apfel gibt, so hat jedes Kind zusammen ^ Apfel. 
Ist der Dividendus durch den Divisor teilbar, so ist der Quo- 
tient eine ganze Zahl. Ist im Besonderen der Dividendus 
gleich dem Divisor, so ist der Quotient 1. Ist bei einem 
Bruch der Zähler größer als der Nenner, so ist nach Nr. 53 
der Bruch größer als 1; ist der Zahler kleiner als der Nenner, 
so ist der Bruch kleiner als 1. 

Erklärung. AJUe Brüche^ die Meiner als 1 sind, heißen 
echte Brüche^ alle Brüche die größer als 1 sind, unechte 
Brüche; die Zahl 1 kann man nach Belieben als echten oder 
unechten Bruch ansehen. 

Jeder unechte Bruch läßt sich auch als Summe einer ganzen 
Zahl und eines echten Bruches darstellen. 

Wenn man 12 Apfel unter drei Eander verteilen will, so 

kann man jedem von ihnen 4 ganze Apfel geben. Wie soU 

man aber 11 Äpfel unter 4 Kinder verteilen? Man kann 

jeden Apfel in vier Teile teilen und alsdann jedem Eonde 

^ Äpfel geben. Einfacher ist jedoch, zuerst jedem Kinde 

möglichst viele ganze Apfel zu geben. Man muß und kann 

jedem Kinde 2 Äpfel geben, nämlich den Quotienten im 

6* 



84 Arithmetik 



Fehlbetrage von 11 durch 4. Es bleiben dann 3 Äpfd übrig. 
Diese teilt man in Viertel, und gibt jedem Eind 3 Viertel. 
Jedes Eand erhält demnach 2 ganze Apfel und 3 Viertel Apfel 
oder 2 + f Äpfel. Die ZaJd der Äpfel ist also 2 + f. Man 
wird so zu folgendem Lehrsatze geführt: 

LehTBatB 40. Der genaue Quotient zweier ganzer Zahlen 
ist gleich der Summe des Quotienten im Fehlbetrage und des 
echten BrucheSy der den Best zum Zähler und den Divisor zum 
Nenner hol. 

Eine solche Summe nennt man bisweüen eine gemischte 
Zahl; jeder unechte Bruch kann also in eine gemischte Zahl 
verwandelt werden. 

Man schreibt 2f für 2 + f; das Zeichen + wird weg- 
gelassen. Man beachte, daß diese Schreibweise eine durch 
den Gebrauch geheiligte Ausnahme yon der Regel bildet^ daß 
das Rechenzeichen, das man wegläßt, immer das Multiplikations- 
zeichen sein soU. Man darf daher diese Bezeichnungsweise 
nur dann anwenden, wenn man sicher ist, daß sie zu keiner 
Verwechselung führen kann. 

Ist der Zähler eines Bruches größer als der Nenner, so 
kann man nach dem Lehrsatze 40 die Ganzen herausnehmen, 
indem man die Division des Zählers durch den Nenner aus- 
führt, d. h. den Bruch ersetzt durch die Summe einer ganzen 
Zahl und eines echten Bruches. Dieser neue Bruch ist kleiner 
als die Einheit, d. h. er bezeichnet eine Größe, die kleiner ist 
als die zur Einheit gewählte Größe. 

Umgekehrt kann die Summe einer ganzen Zahl und irgend 
eines Bruches auf die Form eines einzigen Bruches gebracht 
werden. Wenn man zum Beispiel 2 ganze Äpfel und 3 Viertel 
Äpfel hat, so sind 2 Äpfel gleich 8 Viertel Äpfeln, man hat 
also 8 Viertel Äpfel und 3 Viertel Äpfel d. h. ^ Äpfel. 

55. Verschiedene Schreibungen eines Bruches. 
Es sei die Aufgabe vorgelegt: Wieviel Briefmarken lassen sich 
aus einem Papierstreifen von der Länge 39 m und der Breite 
einer Briefmarke herstdlen, wenn jede Briefmarke y cm lang 
ist? Stellt man immer 5 Briefmarken zugleich her, so braucht 
man dazu jedesmal einen kleinen Streifen von 13 cm Länge. 
Hundert solcher kleinen Streifen haben dann die Länge 
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Yon 13 m^ folglich lassen sich aus dem ganzen Streifen 
5 . 100 . 3 « 1500 Briefinarken herstellen. Die Länge 39 m 
ist also in 1500 gleiche Teile geteilt worden. Daraus ei^ibt 

sich die Länge einer Briefmarke als 3T7r;r m oder t^t^ cm =« 

^ 1600 1600 

'^ cm. Andererseits ist sie gegeben als — cm. Mithin 

hat man für ein und dieselbe Qröße die beiden Schreibungen: 

13 • 800 13 

-^^^^ cm == ^ cm. 

Hieraus schließen wir: 

13 . 300 13 



5-300 5 

Eine ähnliche Aufgabe ist die folgende. Ein leg Zucker 
leostet — <AC* Wieviel kosten 17 kg? Man erkennt sofort, daS 

die Antwort lautet —r- c/fC = -j, </^. Aus der letzten Angabe 

ergibt sich der Preis eines Kilogramms zu -z-c/^ : 17 = T-^r=^ 

O ö • 1 i 

2 • 17 

(Lehrsatz 38). Dafür können wir schreiben ^-^ Jttj und haben 

also, ähnlich wie in dem vorhergehenden Beispiel: 

2. 17 _ ^ 

517 """5" • 

Lehrsatz 41. Sind awei 3rüche gegeben, und sind Zähler 
und Nenner des einen gleich den Produkten des Zählers und 
Nenners des andern mit ein und derselben Zahl, so sind die 
beiden Brüche gleich. 

Jeder Bruch kann demnach auf verschiedene Weisen ge- 
schrieben werden, und damit Brüche gleich sind, ist es nicht 
notwendig, daß ihre Zähler und Nenner einzeln gleich sind. 

Um den Lehrsatz 41 auf andere, nützliche Weise aus- 
sprechen zu können, geben wir zunächst einige ErklÄrungen. 

Erklärung. Mnen Bruch mit einer Zahl erweitern^ heißt 
einen neuen Bruch bilden, dessen Zähler und Nenner gleich den 
Produkten jener Zahl mit dem Zähler und Nenner des gegebenen 
Brudies sind. 

Erklärung. Einen Bruch dwrch eine Zahl kürzen oder 
heben, heißt einen neuen Bruch bilden, dessen Zähler und 
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Nenner gleich den Qtiotienten (ms dem Zähler und Nenner des 
gegebenen Bruches durch jene Zahl sind. 

Alsdann gilt der Lehrsatz: 

Lehrsatz 42. Beim Erweitern und Kürzen ändert sich 
nur die Schreibung, nicht die Größe eines Bruches. 

Dieser Lehrsatz gestattet es häufig , einen Bruch zu ver- 
einfachen, d. h. ihn mit Hilfe kleinerer Zahlen zu schreiben. 

Man vereinfacht einen Bruch, indem man ihn durch einen 
der gemeinsamen Teiler des Zählers und Nenners kürzt. 
Zum Beispiel hat man: 

24 __ 12 250 _ 26 __ ^ 

38 ~~ 19 ' 460 ■" 46 ^ y* 

Will man einen Bruch soweit wie möglich vereinfachen; 
so kürzt man ihn durch den g. g. T. des Zählers und Nenners. 
Man erhält so einen neuen Bruch, bei dem Zähler und Nenner 
relativ prim sind. 

Erklärung. Man sagt, ein Bruch sei irredwsibd, wenn 
Zähler und Nenner relMiv prim sind. 

Genau genommen ist nicht der Bruch, sondern seine 
Schreibung irreduzibel; man pflegt sich aber des kürzeren 
Ausdrucks zu bedienen. 

LehrsatB 48. Zwei irreduzible Brüche sind nwr dann ein- 
ander gleich, wenn* ihre Zähler und Nenner einzeln einander 
gleich sind. 

Hat man nämlich einen irreduzibleti Bruch, etwa f , so 
läßt sich zeigen, daß aMe anderen Schreibungen dieses Bruches 
durch Kürzen auf die gegebene irreduzible Form, also hier f 
gebracht werden können. Denn das Produkt einer ganzen Zahl 
mit dem irreduziblen Bruch ^ (Lehrsatz 37) ist nur dann 
wieder eine ganze Zahl, wenn jene ganze Zahl ein Vielfaches 
des Nenners 7 ist (Bechenregel 23). Hat man also eine andere 
Schreibung von f, so muß das Produkt von f mit dem 
Nenner eine ganze Zahl, folglich der Nenner ein gewisses 
Vielfaches von 7 sein. Dann aber muß, damit man nur eine 
andere Schreibung von ^ hat, der Zähler dasselbe Vielfache 
von 3 sein, wie der Nenner von 7, d. h. der zweite Bruch 
läßt sich durch Kürzen auf die irreduzible Schreibung f 
bringen. 
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So entspricht jedem Bruch ein irreduzibler Brück ^ der 
die einfachste Form darstellt^ in der man ihn schreiben kann; 
damit zwei Brüche gleich sind^ ist es notwendig und hin- 
reichend^ daß ihre einfachsten Schreibungen identisch sind. 

66. g-lelohnamtge Brflohe. Erklärung. Brüche heißen 
gleichnamig, wenn ihre Nenner gleich sind; Brüche mit un- 
gleichen Nennern heißen ungleichnamig. 

Da ein Bruch yiele Schreibungen zuläßt^ so ist es stets 
möglich, zwei oder mehrere gegebene Brüche gleichnamig zu 
machen. Um dies zu bewerkstelligen, braucht man nur die 
Operationen des Erweitems imd des Kürzens anzuwenden. 

Es seien etwa die Bniche gegeben: 

A 1. A 

7 ' 2 ^ 6 ' 

Das Produkt ihrer Nenner ist 7 • 2 • 5 = 70. Erweitert man 
die Brüche der Reihe nach mit 70 : 7 = 10, 70 : 2 - 35, 
70 : 5 = 14, so er-gibt sich: 

80 35 56 

7Ö' 70' 7Ö* 

Man überzeugt sich leicht, daß es keinen kleineren gemeinsamen 
Nenner gibt, der das Verlangte leistet. Wohl aber gibt es 
größere gemeinsame Nenner, nämlich alle Vielfachen von 70, 
und nur diese Vielfachen. 

Jetzt seien die Brüche gegeben: 

T' T' 2i' 

Benutzt man als gemeinsamen Nenner wieder das Produkt der 
Einzelnenner, also 1134, so erhält man die gleichnamigen Brüche: 

946 882 216 
1134' 1134' 1134* 

« 

Hier ist jedoch 1134 nicht der kleinste Nenner, der das Ver- 
langte leistet, dazu genügt vielmehr schon der Nenner 126, 
nämlich das k. g. V. der Einzelnenner 6, 9, 21. Bei Benutzung 
des k. g. V. erhält man durch Erweitem mit 126 : 6, 126 : 9, 
126 : 21 die neuen Schreibungen: 

105 98 24 

126 ' 126 ' 126 * 



88 Arithmetik 



Man überzeugt sich leicht, daß es keinen kleineren gemein- 
samen Nenner gibt, wohl aber größere, nämlich alle Viel^ 
fachen von 126 und nur diese Vielfachen. 
Es seien endlich die Brüche gegeben: 



6 ' 86 



Das k. g. V. ihrer Nenner ist 210, und man erhält daraus die 

neuen Schreibungen: 

70 42 



210' 210 

Allein hier genügt bereits der Nenner 15, um die beiden 
Brüche gleichnamig zu machen; man erkennt das sofort, wenn 
man sie auf ihre irredugihlen Schreibungen: 

i 

1 J_ 

3 ' 6 

bringt. Um zwei oder mehrere Brüche auf die einfachste Art 
gleichnamig zu machen, hat man sie also zuerst durch Kürzen 
auf die irredueible Form zu bringen und darauf durch Erweitern 
mit dem k. g. V. gleichnamig zu machen. 

Auf diese Art gelangt man stets zum Ziel. Es gibt frei- 
lich auch Fälle, in denen man rascher verfuhren kann, wenn 
man nämlich bei dem Kürzen eines der gegebenen Brüche mit 
einer Zahl dividieren würde, mit der man später erweitern müßte. 
Soll man also etwa die Brüche 

£ 11 £ 

2 ' 12' 60 

gleichnamig machen, so braucht man den dritten Bruch nicht 
auf die irreduzible Form ^ zu bringen, weil zufällig 60 bereit» 
der kleinste gemeinsame Nenner ist, der allen drei Brüchen 
zukommt. 

Erklärung. Werden mehrere ganze Zahlen als Nenner van 
irreduziblen Brüchen aufgefaßt, so nennt man ihr k, g. V. den 
Hauptnenner der Brüche oder auch der Nenner. 

Beohenregel 26. Um mehrere irreduzible Brüche gleich- 
namig zu machen, erweitert man jeden einzelnen Bruch mit dem 
Quotienten aus dem Hauptnenner und dem betreffenden Einzel- 
nenner. 



Kapitel VII. Gewöhnliche Brüche 89 

Um den Hauptnenner und die Quotienten bei seiner 
Division durch die Einzelnenner zu finden, ist es vielfach vor- 
teühaft, die Einzelnenner in Primfaktoren zu zerlegen. Ea seien 
etwa die Nenner 4/ 18, 9^ 12 gegeben, dann hat man: 



4-2», 


36: 4 = 3» = 9, 


18 = 2 • 3«, 


36 : 18 - 2, 


9 = 3» 


36: 9 = 2» -4, 


12 - 2» • 3, 


36 : 12 = 3, 



k. g. V. = 2« . 3« == 36. 

Man findet also die Quotienten des k. g. Y. durch die ver- 
schiedenen Nenner; indem man ihre Zerlegung in Primfaktoren 
benutzt. Der Vorteil dieser Zerlegung ist hier nicht sehr 
groß; allein in vielen Fällen gelangt man auf diese Art erheb- 
lich schneller zum Ziel. 

IL Reclinungen mit den Brüchen 

67. Die Brüche als Zahlen zu bezeichnen, erweist sich 
als zweckmäßig, weil bei den Brüchen die vier Rechnungsarten 
des Addierens, Subtrahierens, Multiplizierens und Dividierens 
so erklärt werden können, daß die betreffenden Lehrsätze, die 
wir in den vorhergehenden Kapiteln für die ganzen Zahlen 
bewiesen haben, für Brüche unverändert bestehen bleiben. 

Addition. Bei den Brüchen wird die Summe ebenso er- 
klärt, wie bei den ganzen Zahlen. Die Summe mehrerer Brüche 
bilden, heißt also, den Bruch bestimmen, der der Vereinigung 
der Größen entspricht, die durch die gegebenen Brüche dar- 
gestellt werden. Zum Beispiel habe ich hier 2 Drittel eines 
Apfels und hier 1 Viertel desselben Apfels. Wenn wir sie 
vereinigen, erhalten wir wieder einen bestimmten Teil der 
Masse des Apfels, und dieser Teil soU als ein einziger Bruch 
geschrieben werden. 

Um Brüche zu addieren, werden die folgenden Begeln 
angewandt: 

Beohenregel 27. Gleichnamige Brüche werden addiert, in- 
dem man die Summe ihrer Zähler du/rch den gemeinsamen 
Nenner dividiert. 
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Beohenregel 28. Um ungleichnamige Brüche zu addieren, 
macfit man sie zunächst gleichnamig und wendet alsdann die 
vorhergehende Begd an. 

Die Regel 27 folgt sofort aus dem Begriff der Addition. 
Wenn man zum Beispiel 5 Zwölftel, 6 Zwölftel und 3 Zwölftel 
derselben Größe addiert, erhält man offenbar 14 Zwölftel von 
dieser Größe, da alle Zwölftel unter sich gleich sind. Was 
die Rechenregel 28 betrifft, so ändert sich beim Erweitem 
eines Bruches nur die Schreibung, nicht die Größe (Lehr- 
satz 42). 

2 7 

Beispiel I. Es seien die Brüche jr und j^ zu addieren. 

Das k. g. V. von 15 und 10 ist 30, und seine Quotienten durch 
15 und 10 sind 2 und 3. Folglich sind die beiden gegebenen 

Brdche gleich — und ^, ihre Summe ist also gleich ^ oder 

5 

vereinfacht gleich — . Man schreibt dies so: 

i6~'"iÖ""3Ö"*'SÖ~"3Ö'~*~6"* 

Beispiel ü. Die Summe: 

1 + 1+12 + 1 

4 ' 18 ~ 9 ^ 12 

abzurechnen. 

Wenn man die Brüche gleichnamig macht (vgl. S. 89), 
so erhält man die Summe 

A , A , i? . ü _ I? _ o 

36 "•" 36 "•" 86 "*" 36 36 

Die Summe der vorgelegten Brüche ist mithin die ganze 
Zahl 2. 

Wenn die Summanden zum Teil ganze Zahlen, zum Teil 
Brüche sind, so kann man entweder die Ganzen unter sich und 
die Brüche unter sich vereinigen und darauf die beiden Summen 
zusammenzählen, oder auch die ganzen Zahlen als Brüche 
schreiben, die den Hauptnenner der Brüche zum Nenner 
haben; dieses Verfahren ist jedoch nur dann vorteilhaft, 
wenn die ganzen Zahlen gleichzeitig sehr klein und nicht sehr 
zahlreich sind« 
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Beispiel III. Folgende Addition auszuführen: 



Es ist hier 



45 + 1+ 17 + 50 + |. 

4 "^ 6 "" 12 ' 12 "^ 12 •" 12 ' 

45 + 17 + 50+1-133. 



7 



Die gesuchte Summe ist 133 + ^^ oder 133 j-,. 
Beispiel IV. Folgende Addition auszuführen: 

l + i. + 1+A. 

8 ^ 6 ^ ^ 4 

Diese Summe ist gleich: 

8^1012^_39_18_Qi 
12 "*" 12 ■*" 12 "^ 12 "~ 12 ^ 4 "~ *^ ' 

Sind die zu addierenden Brüche als gemischte Zahlen ge- 
schrieben, so hat man sich daran zu erinnern, daß nach Nr. 54 
«ine gemischte Zahl die Summe einer ganzen Zahl und eines 
achten Bruches ist. 

Beispiel V. Man berechne die Summe: 

2| + 5i + 7|. 
Diese Summe ist gleich 

^ 120 

68. Subtraktion. Erklärung. Einen Bruch (SubtraJ^en- 
dus) von einem anderen (Minuendus) subtrahieren, heißt von der 
Größe, die dem Minuendus entspricht, die Größe wegnehmen, die 
dem Subtrakendus entspricht Die Regel für die Subtraktion 
entspricht genau der Regel für die Addition. 

Beohenregel 29. Gleichnamige Brücke werden subtrahiert, 
indem man die Differenz der Zähler durch den gemeinsamen 
Nenner dividiert. Um tmgleichnamige Brüche zu subtrahieren, 
fnacht man sie zunächst gleichnamig. 
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Beispiel. Man berechne 

16_ 18 

29 27* 

Man findet 

406 377 28 



788 788 783 

Die Subtraktion ist nicht immer mögUch, denn man kann 
von einem Bruch nur Brüche subtrahieren, die kleiner sind. 
Sind jedoch zwei Brüche ungleichnamig, so ist nicht immer 
sofort ersichtlich, welcher von beiden größer ist, und man mu& 
dann die beiden Brüche erst auf gleiche Nenner bringen, um 
zu erkennen, ob die Subtraktion ausführbar ist. 

69. Multiplikation. Die Multiplikation eines Bruches 
mit einer ganzen Zahl ist bereits erklärt worden (Lehrsatz 37). 
Sie ergibt sich unmittelbar daraus, daß die Multiplikation eine 
abgekürzte Addition ist (Nr. 14). So ist: 

6 5^6 6 

Dagegen ist es nicht möglich, die Multiplikation einer ganzen 
Zahl mit einem Bruch aus der Addition abzuleiten. Man er- 
klärt sie daher durch die Forderung, daß es bei der Bildung 
des Produktes von zwei Zahlen auf deren Reihenfolge nicht 
ankommt. Dann ist 

±.2 = 2. A«A. 

6 5 5 

Zur Erklärung des Produktes von zwei Brüchen führt die 
folgende Betrachtung. 

Wenn man die Aufgabe stellt: 1 m Tuch hostet 3 jfCy 
wie viel hosten 4 m von demselben Tuch?, so weiß man, As& 
die Antwort 3.4«^ lautet. Ebenso muß das Produkt von |- 
mit ^ so erklärt werden, daß es die Lösung folgender Aufgab» 
liefert: Man weiß, daß 1 m Leinwand f c/fC kostet, was hosten 
f m von dersdben Leinwand? Wenn aber 1 m Leinwand f cS 

kostet, so kostet ^ m den sechsten Teil davon, also - r 

oder ^ (JC* Wenn nun ^ m ^^ </^ kostet, so kosten | m 
5 mal so viel, d. h. \l cAC- Dies ist das gesuchte Ergebnis^ 
und man hat mithin: 

A A _ ^^ — ^ ^ 

4 ' T ~ 24 ~" r~6 * 
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Hieraus folgt aber die Regel: 

Beohenregel 80. Man multipliziert zwei Brüche^ indem 
man das Produkt ihrer Zähler durch das Produkt ihrer Nenner 
dividiert. 

Diese Regel läßt sich auch auf das Produkt mehrerer 
Brüche anwenden; wenn sich unter ihnen ganze Zahlen be- 
finden^ so braucht man diese nur als Brüche aufzufassen*; deren 
Nenner gleich Eins ist. 

Man sieht unmittelbar, daß der Wert eines Produkts 
von mehreren Faktoren nicht von der Reihenfolge der Faktoren 
abhängt; denn wenn man die Faktoren vertauscht, so kommt 
dies darauf hinaus, daß man je für sich in dem Zähler und 
dem Nenner des Produkts die ganzzahligen Faktoren vertauscht. 
Man hat zum Beispiel: 

3 6 2 3 5-2 



4 6 3 46-3' 
2 5 3 2-5-8 



3 6 4 3-6-4 

Wenn man das Produkt mehrerer Brüche bilden soll, ist 
es häufig von Vorteil, zu hfben, bevor man die Multiplikationen 
ausführt; man benutze zu diesem Zwecke die Bemerkungen 
in Nr. 33. So kann man in dem vorhergehenden Beispiel auf 
der rechten Seite den Zähler und den Nenner durch 2 • 3 « 6 
kürzen; dann bleibt 5 im Zähler und 12 im Nenner übrig. 

Es wäre leicht, für die Multiplikation von Summen und 
Differenzen mit Brüchen dieselben Lehrsätze zu beweisen, die 
wir in den vorhergehenden Kapiteln bei ganzen Zahlen be- 
wiesen haben. Wir verzichten jedoch hierauf, denn diese Be- 
weise wären umständlich und ermüdend^ während die Lehrsätze 
unmittelbar einleuchten, und begnügen uns damit, folgenden 
Lehrsatz anzuführen: 

Lehrsatz 44. Um eine Summe mit einem Bruch zu mtdti- 
plizieren, braucht man nur die Summanden mit diesem Bruche 
zu multiplizieren und die erhaltenen Produkte zu addieren, 

3 5.7 

Hat man zum Beispiel x "^ T °^^^ T ^^ multiplizieren, 

.19 

SO kann man die Addition ausführen und das Ergebnis — mit 
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7 
-g- multiplizieren; das Produkt ist nach der Rechenregel 30 

19 • 7 

gleich Tä—Q • Man kann aber auch die Summe der Produkte 

7 3 7 'ß 7 

der Summanden mit -r- bilden, also - — ^ + ^ • ^ . Da der 
Hauptnenner 96 ist, so erhält man letzt — '^ — = -^^ = -ttt-^ • 

^ ' •' 96 96 12 • 8 

60. Division. Die Division eines Bruches durch eine 
ganise Zahl ist bereits erklärt worden (Lehrsatz 38), und zwar 
als TJmkehrung der Multiplikation. Ebenso verfährt man auch, 
wenn Dividendus und Divisor Brüche sind. Der Quotient ist 
also der Bruch, dessen Produkt mit dem Divisor gleich dem 
Dividendus ist. Um die Regel für die Division der Brüche in 
einfacher Form auszusprechen, geben wir zunächst folgende 
Erklärung. 

Erklärung« Zwei Zahlen heißen reziprok, wenn ihr Pro- 
dukt gleich 1 ist. 

Ist nun ein Bruch gegeben, so kann man den reziproken 
Bruch sofort hinschreiben; es ist nämlich der Bruch, dessen Zähler 
gleich dem Nenner und dessen Nenner gleich dem Zähler des 
ursprünglichen Bruches ist. Zum Beispiel sind die Brüche 
^ und -J reziprok. Nach dieser Vorbereitung erhält man die 
Regel: 

Beohenregel 31. Man dividiert eine Zahl durch einen 
Bruch, indem man sie mit dem reziproken Bruch muktipliziert. 

Es sei nämlich f durch \ zu dividieren. Nach der Er- 
klärung handelt es sich darum, einen Bruch zu finden, der 
mit \ multipliziert das Produkt f ergibt. Ich behaupte, daß 
dieser Bruch gleich 

iL 1. 
4 * ö 

ist. Wenn man nämlich diesen Bruch mit ^ multipliziert, 
so erhält man: 

3-7 5_3-7.ö__3^ 

4T5 ' T "" 4-5.7 "~ '4 ' 
denn man kann durch 7 • 5 =« 5 • 7 kürzen. 
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Aufgaben zu Kapitel VII 

66. Folgende Bräche zu addieren: 

3 ^ 4 ^ 6 ' 
- + -+ ' 



6 ' 3 ' 12 ' 

15 160 30 

I -f t\i\t\ I 



20 ' 1000 ' 99 

67. Folgende gemischte Zahlen zu addieren: 

«il + 94*0 + " + 7w + 291^» 

^ + 2l| + 13|| + 6^ + 18^ + 60 18, 

68. Folgende Subtraktionen auszuführen: 

-1. 



78 



4 
3 


8 
12 ' 


6 

4 


160 
300 


12 


9 



5 15 

69. Folgende Subtraktionen auszuführen: 

17j3 16i7, 

102i?-, 102,4-;. 

70. Folgende Additionen und Subtraktionen auszuführen: 

i-i + i-h 

IxJL _ nl 4- 45. 4_ oJ. _ oll 

512i^4-5l|- 236^^ + 2911 . 

71. Folgende Multiplikationen auszuführen: 

1.1. 6 ^ ^ 
3 ' 4 ' 6 * 7 * T ' 

9 3 2 15 
"12" "5" ' T ' 12 ' 

72. Folgende Multiplikationen auszuführen: 

2f-6?-3f, 
6? • 2| • 8} • 



1 
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73. Folgende Dmsionen anszuführen: 

12 2^ 

16 £ 
18 * 4 ' 

74. Folgende Divisionen auszuführen: 

6|:3^ 

75. Ein Unternehmer verfugt über eine bestimmte Summe, um eine 
Eisenbahnlinie zu bauen. Als er f von der Summe ausgegeben hat, sind 
nur I der Eisenbahnlinie fertig. Welchen Bruchteil der Eisenbahnlinie 
wird er mit der ganzen Summe bauen können? 

76. Man weiß, daß ^ ha Land in einem gewissen Vorort dasselbe 
kosten wie 4 Q°^ eines Bauplatzes im Innern von Berlin. Wieviel ha 
Land im Vorort könnte man für den Verkaufspreis eines Bauplatzes von 
456^ qm im Innern von Berlin ankaufen? 

77. Ein Springbrunnen würde ein Becken in 8 Stunden, ein an- 
derer in 6 Stunden und ein dritter in 4 Stunden füllen. In welcher 
Zeit füllen die drei Springbrunnen das Becken, wenn sie gleichzeitig 
laufen? 

78. Ein Wasserhahn füllt ein Becken in 5 Stunden, ein anderer in 
6} Stunden. Ein dritter leert es in 4f Stunden. In welcher Zeit wird 
das Becken gefüllt, wenn man die drei Hähne gleichzeitig öfihet? 

79. Ein Herr verspricht seinem Diener 600 JC jährlich und dazu 
einen Anzug. Nach 7 Monaten schickt er ihn weg, indem er ihm Sd6 JC 
und den Anzug gibt. Wie hoch bewertet er den Anzug? 

80. Die Vorderräder eines Wagens haben 2f Meter Umfang, die 
Hinterräder 3| Meter. Welches ist die kleinste Strecke, die der Wagen 
durchfahren muß, damit alle Bäder eine Anzahl von vollen Umdrehungen 
gemacht haben? Welches ist die Anzahl dieser Umdrehungen für die 
Vorder- und die Hinterräder? 

81. Ein Arbeiter vollendet eine Arbeit in 8 Stunden, ein anderer 
in 12 Stunden. Wieviel Zeit brauchen die beiden Arbeiter, wenn sie 
zusammen arbeiten? 

82. Um eine Arbeit zu vollenden, braucht ein erster Arbeiter 
3| Arbeitstage zu 10 Stunden, ein zweiter 3^ Tage zu 12 Stunden, ein 
dritter 4 Tage zu 9 Stunden, ein vierter 3f Tage zu 8 Stunden. Wieviel 
Stunden brauchen die vier Arbeiter, um das Werk zu vollenden, wenn 
sie zusammen arbeiten? 

83. Die beiden Zeiger einer Uhr stehen um Mittag genau über- 
einander. Um wieviel Uhr werden sie zum erstenmal in ihrer gegen- 
seitigen Verlängerung stehen? 

84. Eine Bäuerin trägt Eier auf den Markt. Sie verkauft an die erste 
Person, die sie trifffc, die Hälfte von allem, was sie hat, und dazu ein 
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halbes Ei, an die zweite die Hälfte von dem, was sie noch übrig hat, 
dazu ein halbes Ei^ an die dritte die Hälfte von dem, was ihr übrig 
bleibt, dazu ein halbes Ei, und so fort. Wieviel Eier hatte sie, wenn 
ihr nach dem vierten Verkauf nichts mehr übrig bleibt? 

85. Wieviel Eier hatte die Bäuerin in der vorhergehenden Auf- 
gabe, wenn ihr erst nach dem siebenten Verkaufe nichts mehr übrig blieb ? 

86. Eine Flasche enthält 1 l Wein. Eine erste Person leert davon 
^ und ersetzt dies durch Wasser, eine zweite Person leert darauf noch 
^ und ersetzt es durch Wasser, eine dritte Person macht es ebenso, 

darauf eine vierte usw. Gieb an, wieviel Wein nach dem sechsten Vor- 
gang in der Flasche bleibt. 

87. Ein Vater hinterläßt jedem seiner vier Söhne | seines Ver- 
mögens. Drei von ihnen haben der Reihe nach 3, 4 xmd 7 Kinder, und 
jeder von ihnen verteilt sein Vermögen gleichmäßig unter seine Kinder. 
Der vierte Sohn^ der sich nicht verheiratet, verteüt seinen Anteil gleich- 
mäßig unter diese seine 14 Neffen. Man soll den Anteil eines jeden 
Neffen berechnen, wenn man weiß, daß die Geschwister aus der Familie 
mit 3 Kindern zusammen 1200 JC weniger erhalten als die Geschwister 
aus der Familie mit 4 Kindern. 
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Dezimalbrüche, angenäherte duotienten 

I. Dezimalbr&clie 

61. Erklärung. Ein Bruch heißt ein Dezimalbruch, 
wenn sein Nenner eine Potenz von 10 ist Für die Dezimal- 
brüche wendet man eine besondere Schreibweise an^ die auf 
folgender Überlegung beruht. Wir betrachten den Bruch: 

124089 
lOOOO' * 

Nun ist: 

124039 = 100000 + 20000 + 4000 + 30 + 9, 

mithin kann man schreiben: 

124039 100000 2000O '^7 4000 30 9 



10000 10000 |L_- 10000 ' lOOCO ' 10000 ' 10000 

9 



=^10 + 2 +'- + -^ + 



10 ' 1000 ' 10000 

Auf diese Art kann jeder Dezimalbruch als Summe 
ganzer Zahlen und einfacher Dezimalbrüche dargestellt werden; 
diese einfachen Dezimalbrüche haben zu Zählern ganze Zahlen^ 
die kleiner als 10 sind, und zu Nennern Potenzen von 10. Den 

betrachteten Bruch schreibt man in der Form: 

12,4039 (gelesen: zwölf Komma vier null drei neun). 

Die links Tom Komma stehende Zahl 12 nennt man den ganz- 
zähligen Teil des Dezimalbruchs, und die Ziffern hinter dem 
Komma seine Dezimulstellen, Sie bedeuten der Reihe nach 
Zehntel, Hundertstel, Tausendstel usw., d. h. dezimale Einheiten^ 
von denen jede folgende immer der zehnte Teil der Vorher- 
gehenden ist. Die Zehntel, Hundertstel, Tausendstel usw. unter- 
scheidet man als Dezimulstellen, erster, zweiter, dritter fASw. 
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Ordnung, Sire Summe heißt die zu dem betrachteten Brache 

124089 

Töööö^ gehörige Beeimalmhl. Sie ist gleich dem eckten Bruch 

0^4039. Diese DeeimalsscM läßt sich also aus dem gegebenen 
Bruche ableiten^ indem man von rechts nach links gehend 
Ton dem Zähler soviel Ziffern abtrennt ^ als die Anzahl der 
Nullen betragt, die im Nenner auf die Eins folgen, und vor 
diese Ziffern 0^ setzt. 

Die Zählung der Dezimalbrüche beruht auf folgenden 
Grundsätzen, die eine Erweiterung der Grundsätze bei der ge- 
schriebenen (Kap. I) Zählung büden. 

I. Die u/nmittelbar links vom Komma stehende Ziffer be- 
deutet Einheiten erster Ordnung (Nr. 2). 

n. Jede Ziffer rechts von einer a/ndem bedeutet Einheiten, 
die zehnmal so Mein sind als diese andern. 

III. Wenn es bei einem Dezimalbruch von einer bestimmten 
Ordnung Jceine Einheiten gibt, so bezeichnet man, damit die 
andern Ziffern ihre richtige Stellung bekommen^ deren Stelle 
durch eifze NuU. Insbesondere muß die Stelle der Einheiten 
erster Ordnung mit einer Null bezeichnet werden, wenn es keine 
solchen Einheiten gibt. 

62. Addition und Subtraktion. Mit Dezimalbrüchen 
rechnet man fast genau ebenso wie mit den ganzen Zahlen; 
man kann nämlich die gegebenen Dezimalbrüche durch Er- 
weiterung mit Potenzen von 10 gleichnamig machen. Dieses 
Erweitem geschieht, indem man rechts, also hinter der letzten 
Dezimalstelle, soviel Nullen ansetzt oder anhängt, als der Ex- 
ponent der betreffenden Potenz von 10 angibt. 

Wir beginnen mit der Addition und Subtraktion der 
Dezimalbrüche und sprechen dafür folgende Regel aus: 

Beehenregel 32. Bei der Addition und der Subtraktion der 
Dezimalzahlen verfährt man wie bei den ganzen Zahlen. Man hat 
dabei nur folgendes zu beachten: 1. wenn man die Zahlen unter- 
ema/ndersetzt, müssen die Kommata untereinander stehen, 2. man 
muß wenigstens im Geiste eine genügende Anzahl von Nullen 
hinter den dezimalen Ziffern anhängen, damit alle Zahlen die 
gleiche Anzahl von dezimalen Ziffern haben, 3. man muß in 
dem Ergebnis das Komma unter die Spalte der Kommata setzen. 



100 Arithmetik 



Es sei zum Beispiel die Samme auszurechnen: 

3,5 + 12 + 0,063 + 0,3571, 
also, in der Form von gewöhnlichen Brüchen geschrieben: 

'" + 12 + A. + '''' 



10 ' ' 1000 ' 10000' 

oder wenn man die Brüche gleichnamig macht: 

36000 120000 30 3571 

~1 -tnfkfxn " i AAAA ' 



10000 ' 10000 ' 10000 ' 10000* 

Wenn man die Rechnung so anlegt, wie es die Regel 32 
angibt, so sieht man, daß die Addition ebenso geschieht wie 
die Addition der Zähler bei Brüchen, die auf denselben Nenner 
gebracht sind. Es ist zum Beispiel 

3,5 3,5000 35000 

12 12,0000 120000 

0,003 0,0030 30 

0,3571 0,3571 3571 

15,8601 15,8601 158601. 

Wir haben hier die Addition zuerst so angesetzt, wie man 
sie gewöhnlich ausführt. In einer zweiten Kolonne haben wir 
die Brüche gleichnamig gemacht, also rechts Ton den Dezimal- 
stellen die anzuhängenden Nullen wirklich hingeschrieben, 
die man sich sonst nur hingeschrieben denkt. Endlich haben 
wir in der dritten Kolonne die Addition der ganzen Anzahlen 
Ton ZehnkMsendstdn hingeschrieben, denen die vorgelegten 
Zahlen gleich sind. Die drei Kolonnen geben Anlaß zu den- 
selben Rechnungen, und das Ergebnis ist daher: 

158601 - K Qß^i 

löööö- - l^'^ö^l- 

Die Regel für die Subtraktion läßt sich auf dieselbe Art 
beweisen. 

63. Multiplikation. Beohenregel 33. Um zwei Dezimal- 
brüche zu multiplizieren y verfährt man zuerst so, als ob man 
ganze Zahlen hätte, indem man die Kommala gar nicht berikk- 
sichtigt. Aus der so erhaltenen ganzen Zahl bildet mcm einen 
Dezimalbruchf bei dem hinter dem Komma so vide Dezimfür 
stdlen folgen, als die beiden Faktoren zusammengenommen an 
Dezimalstellen besitzen. 
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Es sei nämlich zu berechnen: 

1,12 . 0,025. 

Wenn mau diese Zahlen in der Form von gewöhnlichen Brüchen 
schreibt, so ergibt sich: 

112 025 — — ^^ — ^^^ ' ^^ 2800 

«0,02800 = 0,028. 

Man legt nun die Rechnung folgendermaßen an: 

1,12 112 

0,025 25 

560 560 

224 224 



0,02800 2800. 

Sie stimmt überein mit der Rechnung bei der Multiplikation 
der Zähler 112 und 25. Wenn man die Dezimalstellen ab- 
trennt, darf man nicht vergessen, die Nullen mitzuzählen, mit 
denen das Produkt 112 • 25 <= 2800 endet; ebenso hat man 
auch links soviel NuUen hinzuschreiben, daß eine ZifiPer vor 
dem Komma steht. 

Um die ÄUgemeinheU des vorhergehenden Beweises zu 
erkennen, bedenke man, daß die Anzahlen der Dezimalstellen 
in beiden Faktoren gleich den Anzahlen von Nullen sind, die 
in den Nennern 100 und 1000 auftreten, wenn man die Faktoren 
als gewöhnliche Brüche schreibt. Der Nenner des in derselben 
Form geschriebenen Produkts ist 100000, also das Produkt 
von 100 und 1000. Er enthält daher (Nr. 17) soviel NuUen, 
als die Summe der Anzahlen von Nullen beträgt, die in 100 
und 1000 vorkommen. Deshalb ist also wirklich die Anzahl 
der Dezimalstellen, die man in dem Produkte abtrennen muß, 
gleich der Summe der Anzahlen von Dezimalstellen in beiden 
Faktoren. 

Division. Die Regeln der Addition, Subtraktion und 
Multiplikation zeigen, daß man die Summe, die Differenz, das 
Produkt von Dezimalbrüchen ohne weiteres wieder in der Form 
von Dezimalbrüchen erhält. Anders verhält es sich im all- 
gemeinen mit dem Quotienten^ dessen Berechnung man durch 
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Erweiterung der Dezimalbrüche sofort auf die Division zweier 
ganzen Zahlen zurückführen kann. Da aber der Nenner im 
allgemeinen weder eine Potenz von 10 ist noch durch Er- 
weitem auf die Form einer solchen Potenz gebracht werden 
kann, so ist die Division der Dezimalbrüche wesentlich ver- 
schieden von den vorhergehenden Rechnungsarten; die prak- 
tische Ausführung solcher Divisionen steht in Zusammenhang 
mit der Lehre von den angenäherten Quotienten , zu der wir 
jetzt übergehen. 

IL Angenäherte Quotienten 

64. Brkl&mng des Qnotdeiiten, der bis auf eine 
Beiimalstelle von gegebener Ordnung genau ist. 

Es seien 13 c/^ unter 3 Personen zu verteilen. Wenn diese 
13 e/^ aus 13 Einmarkstücken bestehen, und man das Geld 
nicht wechseln lassen kann, so hat man 13 unteilbare Ein- 
heiten. Man muß sich also damit begnügen, jeder Person 
4 c/fC zu. geben, und es bleibt 1 cS übrig. Wir sagten früher, 
4 sei der Qu<>tient im Fehlbeträge von 13 durch 3. Jetzt 
wollen wir ihn genauer den Qtwtienten im Fehlbeträge bis zu 
einer Einheit nennen, damit man deutlich erkennt, daß jede 
Person um weniger als eine Einheit, d. h« um weniger als 
1 jfC benachteiligt wird. 

Nehmen wir jetzt an, wir könnten unsere 13 ^/fC in Zehn- 
pfennigstücke umwechseln. Dann haben wir 130 Zehnpfennig- 
stücke und können jeder Person 43 Stücke geben; es wird 
jedoch ein Zehnpfennigstück übrig bleiben. Nun ist aber 43 
der Quotient im Fehlbetrage von 130 durch 3, und da 43 Zehn- 
pfennigstücke gleichwertig sind mit 4 o4C und 3 Zehnpfennig- 
stücken, so werden wir sagen, 4,3 </fC sei der Qvu)tietd von 13 jfC 
dwrch 8 im Fehlbeträge bis zu einer zehntel Mark; denn wir 
benachteiligen jede Person um weniger als ein Zehnpfennig- 
stück oder um weniger als eine zehntel Mark. 

Könnten wir unsere 13 c/^ in Einpfennigstücke umwech- 
seln, so hätten wir 1300 Stücke und könnten jeder Person 
433 Stücke geben. Jede Person würde 4 c/f6 und 33 hundertstel 
Mark erhalten. Daher ist 4,33 der Quotient von 13 durch 3 
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im Fehlbetrage bis zu einem Hundertstel, Das Geld reicht 
nicht aus^ jeder Person einen Pfennig mehr zu geben; denn 
das Produkt von 3 mit 4,33 c/^ ist 12,99 <JC, und dieser Be- 
trag ist kleiner als 13 <JC'^ das Produkt von 3 mit 4,34 oS 
ist aber bereits 13,02 c^, also ein Betrag, der größer ist als 

13 je. 

Man erkennt aus diesem Beispiel den inneren Zusammen- 
hang des Verfahrens und sieht, wie man immer genauere 
und genauere Quotienten erhalten kann, d. h. Quotienten, die 
sich mehr und mehr dem genauen Quotienten, hier 3^ Mark, 
nähern, der sich freilich mit den üblichen Geldstücken nicht 
auszahlen läßt. 

um das Vorhergehende genauer zu fassen, geben wir 
folgende Erklärung: 

Erklärung. Unter dem Qmtienten zweier ganzen Zahlen 
oder Dezimdlbrüche im Fehlbetrage bis zu einen Zehntel, einem 
Hundertstel, einem Tausendstel usw, versteht man einen Bruch, 
dessen Nenner 10, 100, 1000 usw. und dessen Zähler diejenige 
ganze Zahl ist, deren Produkt mit dem Divisor dem 10-, 100-, 
1000- usw.'fachen des Dividendus im Fehlbetrage am nächsten 

kommt. So ist in dem vorhergehenden Beispiel 4,33 oder j^ 

der Quotient von 13 durch 3 im Fehlbetrage bis zu einem 
Hundertstel; denn es ist: 

433 . 3 < 13 . 100 < 434 • 3. 

Wenn jenes Produkt mit demTDivisor genau das 10-, 100-, 
1000- usw.-fache des Dividendus ergibt, ist der erhaltene Dezimal^ 
bruch der genaue Quotient. 

66. Bereohnniig des angenftherten Quotienten. 
Bechenregel 34. Um den Quotienten zweier DezimaJbrüdie bis 
auf eine Dezimdlstelle von gegebener Ordnung zu finden, läßt man 
das Komma im Divisor weg und verschiebt es im Dividendus um 
so viele Stellen nach rechts, als der Divisor Dezimalstellen ent- 
hält. Hierauf führt man die Division so aus, als ob Dividendus 
und Divisor ganze Zahlen wären. Bevor man die unmittelbar 
hinter dem Komma stehende Ziffer des Dividendus herunterholt, 
setzt man in dem Quotienten hinter die bereits erhaltenen Ziffern 
das Komma. Man fährt mit der Division fort, bis man im Quo- 
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tienien die DeeinudsteUen von der gesuchten Ordnung hingeschrieben 
hat Um im Qtu>tienten eine hinreichende Anmhi von Ziffern 
zu erhalten y schreibt man nötigenfalls rechts von den Dezimal- 
stellen des Dividendus Nullen hin. 

Es sei zum Beispiel 2^342 durch 1^32 zu dividieren und 
man will den Quotienten bis auf Tausendstel haben. Man 
erweitert zunächst den Dividendus und den Divisor mit 100 
und 1^ darauf die Division so an: 

284,2 00 ; 132 « 1,774 
1022 



980 
560 



32 

Beweis Ar die Biohtigkeit der Segel. Wenn man 
die vorhergehende Division als die Division von 234200 durch 
132 ansieht, so erkennt man, daß 

234200 = 132 • 1774 + 32 

ist, folglich wird 

132 . 1774 < 234200 < 132 • 1775. 

Man hat daher auch, wenn man durch 100000 dividiert: 

132 • 17 74 284200 132 - 1776 
100000 ~ ^ 100000 ^ 100000 

132 1774 234200 182 1776 
lÖÖ * 1000 ^ 100000 "^ 100 * 1000 

1,32 . 1,774 < 2,342 < 1,32 • 1,775, 

und diese letzten Ungleichheiten besagen eben, dai^ die nach 
der Regel gefundene Zahl 1,774 der Quotient von 2,342 durch 
1,32 im Fehlbetrage bis zu einem Tausendstel ist. Wäre der 
Rest Null gewesen, so hätte sich die erste der Ungleichheiten 
in eine Gleichheit verwandelt, und man hätte den genauen 
Quotienten gehabt. 

66. Verwandlung der gewöhnllohen Brüche In 
SesimalbrAohe. Erklärung. Einen gewöhnlichen Bruch in 
einen Dezimalbruch verwandeln, heißt einen DezimcJhruch suchen^ 
der ihm gleich ist Man erhält diesen Dezimalbruch, indem man 
den Zähler durch den Nenner dividiert, und die Division hin- 
reichend weit durchführt. Beispiele: 
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1 = 0,75 


8,00 : 4 »» 0,76 
20 





112,00 : 26 »= 4,48 


26 = ^>*^ 


120 
200 





Geht die Division nicht auf, so ist die Verwandlung unmöglich. 
Wenn man in solchen Fällen die angenäherten Quotienten nach 
der Bechenregel 34 berechnet, so beobachtet man, daß die- 
selben Ziffern im Quotienten periodisch wiederkehren. Wir 
können jedoch hier auf die Behandlung der periodischen Dezimal- 
brüche nicht eingehen, und wollen uns damit begnügen, einige 
Beispiele anzugeben: 

2,0000 : 3 » 0,666 

^=«0,666... ^^ 



3 ' 20 



20 

Wie weit man auch die Rechnung fortsetzt, so erhält man 
offenbar immer 2 als Best, 20 als Dividendus und 6 als Ziffer, 
die in den Quotient zu setzen ist. Ein anderes Beispiel: 

11 ^?'^«^*" gQ 



30 
80 
3 

Die Beste sind abwechselnd 8 und 3, die Quotienten ab- 
wechselnd 7 und 2. 



Aufgaben zu Kapitel VIII 

88. Föhre folgende Additionen aus: 

2,036 + 0,034 + 0,0002 , 
34,06 + 3,002 + 4,008, 
46,342 + 84,366 + 0,001 . 

89. Führe folgende Subtraktionen ans: 

2,346 — 1,367, 
2,3 — 0,0002, 

4 — 0,34601, 
8,34 — 0,008 . 
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90. Führe folgende Additionen und Subtraktionen aus: 

0,748 — 0,2876 + 0,846 — 0,2576 , 

18,46 + 217,04 — 8,374, 

27,27 — 18,026 + 270,49 — 9,5099. 

91. Führe folgende Multiplikationen aus: 

0,01 . 0,01 , 
0,036 • 0,0024, 
300,2 . 8,04. 

92. Führe folgende Divisionen bis auf die Stelle der Zehntel aus: 

3 : 42, 
0,2 : 0,012, 
0,003 : 0,0045 , 
6,0001 : 0,2 . 

93. Führe dieselben Divisionen bis auf die Stelle der Tausendstel aus. 

94. Man will eine Million JC unter 6842 Personen verteilen. Wie- 
viel erhält jede? 

96. Ein Goldbarren hat quaderförmige Gestalt. Er ist 2,60 cm 
breit und 3 cm lang. Wie dick ist er, wenn er 12 kg wiegt und wenn 
ein cbm Gold 19330 kg wiegt? 

96. Ein eiserner Draht hat einen kreisförmigen Querschnitt^ dessen 
Durchmesser 1,26 mm beträgt. Berechne das Gewicht eines solchen 
Drahtes, der den Umfang des Erdäquators umspannt; das Gewicht eines 

22 

ccm Eisen ist 7,6 g. Setze für n den Näherungswert — • 



Kapitel IX 

Gtuadrat; duadratwurzel 

67. unter dem Qiuidrat einer Zahl versteht man das 
Produkt dieser Zahl mit sich selbst (Nr. 21). Wir haben die Be- 
zeichnung durch Exponenten schon erklärt, und es ist daher: 

43== 4. 4 -16 

52» =52. 52 = 2704 

\T/ "" T ' T "~ 16 
(0,3)« =0,3. 0,3 = 0,09. 

Iiehrsatz 45. Das Quadrat der Summe zweier Zahlen ist 
gleich der Summe der Quadrate dieser Zahlen, vermehrt um ihr 
doppeltes Produkt: 

Betrachten wir nämlich die Summe 9 + 5, so ist : 

(9 + 5)»= (9 + 5)(9 + 5) = (9 + 5) . 9 + (9 + 5)5 

= 9. 9 + 59 + 9. 5 + 5-5 

=»92+524.2.9.5. 

Iiehrsatz 46. Das Quadrat eines irreduzibdn Bruches ist 
ein irreduzihler Bruch, den man erhält, indem man das Quadrat 

des Zählers durch das Quadrat des Nenners dividiert 

12 
Es sei nämlich der irreduzible Bruch — gegeben. Zähler 

und Nenner enthalten keine gemeinsamen Primfaktoren, denn 

es ist: 

12 _ 2. 2. 3 

35 "" "6^-7 

Demnach erhalten wir 



©■- 



12\2 2 -2. 3 2-2'3_ 2-2»3-2-2-3 
"6^7 6-7 5. 7. 07 
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Auch der zuletzt hingeschriebene Bruch ist irreduzibel, da Zähler 
und Nenner in Primfaktoren zerlegt sind und keinen gemein- 
samen Primfaktor haben^ und zwarist der Zähler gleich 12-12= 12* 
und der Nenner gleich 35 • 35 =« 35*. 

68. QnadratwnrzeL Erklärung. Unter der Quadralr 
vmrzel einer gegebetien Zähl versteht man die Zahl, deren Quch 
drat gleich der gegebenen Zahl ist. 

Man bezeichnet die Quadratwurzel einer Zahl durch das 
Zeichen |/~ (Wwredzeichen), Unter dem wagerechten Strich 
wird die Zahl eingeschrieben. Die Quadratwurzel von 160000 
wird also geschrieben: yi6Ö000 (gelesen: Wurzel aus Hundert- 
undsechzigtausend); es ist übrigens: 

yi60000 = 400. 
Ebenso ist: _ 

l/- = - 

r 16 4 

]/o;25 = 0,5; 
man findet nämlich: 

400* = 160000, (4-)'= ^, (0,5)« = 0,25. 

Die einzigen ganzen Zahlen, die vollkommene Quadrate 
sind, d. h. die als Quadratwurzel einen bestimmten Bruch be- 
sitzen, sind die Quadrate der ganzen Zahlen. Ist nämlich 
die Quadratwurzel einer ganzen Zahl keine ganze Zahl, so 
kann sie auch kein Bruch sein, dessen Nenner von Eins ver- 
schieden ist; denn jeder Bruch ist gleich einem irreduziblen 
Bruche, und das Quadrat eines irreduziblen Bruches ist kein 
reduzibler Bruch, also erst recht keine ganze Zahl. 

Wir geben hier die kleineren Qtuidratzahlen, die man am 
besten auswendig lernt: 

Zahlen: 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10 
Quadrate: 1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81, 100 

Zahlen: 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20 
Quadrate: 121, 144, 169, 196, 225, 256, 289, 324, 361, 400. 

Ebenso wie die Unmöglichkeit, in allen FäUen einen ge- 
nauen Quotienten zu finden, zu der Erklärung der angenäherten 
Quotienten geführt hat, so fahrt auch die Unmöglichkeit, 
in allen Fällen einen Bruch zu finden, dessen Quadrat gleich 
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der gegebenen Zahl ist^ zu der Erklänmg der angenäherten 
QuiidrcUwurzel. 

68. Angenäherte Qnadratwnrsel. Erklärung. Unter 
der QtMdrattvurzel einer Zahl im Fehlbeträge bis zu einer Ein- 
heit versteht man die größte ganze Zahl, deren Quadrant gerade 
noch Meiner ist als die gegebene Zahl. 

In diesem Sinne ist 6 die angenäherte Quadratwurzel von 
38, denn 6* ==36 ist kleiner als 38, während 7«= 49 größer 
ist als 38. Ebenso ist die angenäherte Quadratwurzel von 
100,3 gleich 10, denn 10»= 100 ist kleiner als 100,3, aber 
11*= 121 größer als 100,3. 

Erklänmg. Unter der Qiuidrahourzel einer Zahl im Fehl- 
betrage bis zu einem Zehntel, einem Hundertstel usw., versteht 
man den größten Bruch mit dem Nenner 10, 100 usw., dessen 
Quadrat gerade noch Meiner als die gegebene ZcM ist 

So ist die Quadratwurzel von 2 im Fehlbetrage bis zu 
einem Hundertstel gleich 1,41, denn es ist: 

(1,41)«= 1,41 . 1,41 = 1,9881, 

(1,42)«- 1,42 . 1,42 = 2,0164. 

Mithin ist wirklich 1,41 der größte Bruch mit dem Nenner 
100, dessen Quadrat gerade noch kleiner als 2 ist. 

IiohrsatB 47. Man erhält die Quadralnvurzel einer 2kM 
im Fehlbeträge bis zu einem Zehntel, Hundertstel usw., indem 
man die Quadratwurzel im Fehlbeträge bis zu einer Einheit fwr 
das Produkt dieser Zahl mit dem Quadrat von 10, 100 usw. 
berechnet und das Ergebnis durch 10, 100 usw. dividiert. 

Da nämlich die Quadratwurzel von 20000 im Fehlbe- 
träge bis auf eine Einheit gleich 141 ist, d. h. die Ungleich- 
heiten gelten: 

(141)»< 20000 < (142)«, 

so ergibt die Division durch 10000 = 100«: 

(141)' (U2)« 

(100)«^"^ ^ (100)' ' 

d. h. nach der Erklärung des Quadrates: 

Q"<2<Q" 

(1,41)«<2<(1,42)*; 
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womit der Lehrsatz bewiesen ist. Hätte man statt 20000 
eine Quadratzahl gewählt, so würde sich die erste Ungleichheit 
jeder Zeile in eine Gleichheit verwandelt haben. 

Dieser Lehrsatz ermögUcht es, die Ausziehung der Quadrat- 

Wurzel, die bis auf ^, ^, ^, . . . genau ist, auf die Aus- 

ziehimg der Quadratwurzel zurückzufahren, die bis auf Einheiten 
genau ist. 

70. Regeln f&r die Ansiiehnng der QaadratwnrzeL 

Bechenregel 35. Um atis einem Dezimalbruch die Quadrai' 
Wurzel im Fehlbeträge bis zu einer Einheit omzuziehenj läßt 
man die etwa vorhandenen Dezimalstellen weg und hetrachtei 
nur den ganzzahligen Teil, Man zerlegt die ganze Zahl, von 
rechts anfangend, in Gruppen von je zwei Ziffern, wobei die 
letzte Gruppe links eine oder zwei Ziffern haben kann. Die erste 
Ziffer der Qtmdralwurzd erhält man, indem vnan von der letzten 
Gruppe links die Quadratwurzel im Fehlbetrage bis zu einer Ein- 
heit nimmt. Man erhebt diese Ziffer ins Quadrat und zieht das 
Ergebnis von der linken Gruppe ab. Von jetzt ab führt das 
Verfahren auf Divisionen. 

An den ersten Einzdrest fügt man die folgende Grruppe. 
Von der so erhaltenen Zahl trennt man die letzte Ziffer ab und 
dividiert die übrig bleibende Zahl durch das Doppdte der bereits 
gefundenen ersten Ziffer der Quadratwurzd. Man erhalt so 
entweder die zweite Ziffer der Quadralwfirzd, oder eine zu große 
Ziffer, um dies zu prüfen, schreibt man den Quotienten rechts 
von dem Doppdten der fü/r die Wurzd gefundenen ersten Ziffer 
hin und multipliziert die so gdnldete Zahl mit der zu prüfenden 
Ziffer. Wenn sich das Produkt von der Zahl abziehen läßt, die 
aus dem ersten Einzdrest und der zweiten Gruppe gdnldet wird, 
so ist die zu prüfende Ziffer brauchbar, und die Differenz der 
zweite Einzdrest. Ist aber die Stibtraktion nicht möglich, so ist 
die zu prüfende Ziffer zu groß. Man prüft dami auf di-esdbe 
Art die unmittelbar kleinere Ziffer, und so fort bis man die 
geprüfte Ziffer als brauchbar erkennt; sie liefert dann die zweite 
Ziffer der Quadratwurzd. 

iHwnmehr holt man zu dem zweiten Einzdrest die folgende 
Gruppe herunter und verfährt, um die dritte Ziffer der Wurzel 
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ZU finden, genau so wie hei der zweiten Ziffer. Man erhält die 
zu prüfende Ziffer, indem man von der Zahl, die durch den 
zweiten Einzdrest und die heruntergeholte Gruppe gebildet wird, 
eine Ziffer rechts abtrennt und den linken Teil durch das Doppelte 
der Zahl dividiert, die von den schon gefundenen Ziffern der 
Wurzd gebildet wird. Man prüft diese Ziffer, indem man sie 
rechts von jener Zahl hinschreibt, sie mit der so gebildeten Zahl 
multipliziert und das gewonnene Produkt von der Zahl abzieht, 
die von dem zweiten Teilrest und der dritten Gruppe gd>ildet 
wird. So fährt man fort, bis man alle Gruppen erschöpft hat 
Der letzte Best ist der Best der ganzen Bechnung. 

Beispiel. Es sei die Quadratwurzel aus 33571 auszu- 
ziehen. Man legt die Rechnung so an: 



|/335 
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82 

Die erste Ziffer der Wurzel ist 1, ihr Quadrat 1, also der erste 
Einzelrest 2. Die Regel besagt^ daß man als zweite Ziffer den 
Quotienten von 23 durch 2 zu nehmen hat. Dieser Quotient 
ist 11. Man prüft demnach 9, denn 10, 11 kommen nicht in 
Betracht. Um 9 zu prüfen, multipliziert man im Kopfe 29 
mit 9 und findet, daß das Produkt sich nicht von 235 ab-, 
ziehen läßt. Man versucht es daher mit 8, berechnet das Pro- 
dukt 28 . 8 = 224 und zieht es von 235 ab. Der zweite Teil- 
rest ist 11. Man erhält die dritte Ziffer, indem man 117 
durch 36, das Doppelte von 18, dividiert. Prüft man den 
Quotienten 3, so erweist er sich als brauchbar, denn 3 • 363 = 1089 
läßt sich von 1171 abziehen; der Rest ist 82. Das ist der 
Rest der ganzen Rechnung. Die Wurzel ist 183. Der Leser 
möge nachrechnen, daß 33571 = 183 • 188 -f 82 ist. 

Anmerkung. Der Rest kann nicht größer sein, als das 
Doppelte der Quadratwurzel; wäre er nämlich größer, so würde 
das Quadrat der Zahl, die entsteht, indem die für die Quadrat- 
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Wurzel gefundene ZaJil um 1 yermehrt wird^ Meiner als die 
gegebene Zahl sein oder dieser gleich^ mithin wäre die ge- 
fundene Zahl nicht die Quadratwurzel der gegebenen Zahl im 
Fehlbetr^e bis zu einer Einheit. 

Beohenregel 36. Um aus einer ganzen Zahl oder einem 
DezimdOyrudie die Quadratwurzel im Fehlbeträge bis ssu ein 
Tausendstel genau auszuziehen, rückt man das Komma sechs 
Steilen nach rechts, d. h, um doppelt so viele SteUen, als man zu 
erhalten wünscht Um das Komma in dieser Weise vorrücken zu 
können, hat man nötigenfalls hinten Nullen anzuhängen. Hierauf 
läßt man die Ziffern weg, die rechts von dem verschobenen 
Komma stehen, und zieht aus der so erhaltenen ganzen Zahl 
die Quadratwurzel im Fehlbeträge bis zu einer Einheit ows. Die 
Zahl, die man erhält, gibt die Anzahl der gesüßten Tausendstd, 
Man muß also von dem Ergebnis rechts drei Dezimalstellen ab- 
trennen. 

Um aus einem gewöhnlichen Bruch die Quadratwurzel aus- 
zuziehen^ ist es in den meisten FäHen am bequemsten, ihn zu- 
erst in einen Dezimalbruch zu verwandeln (Nr. 66) und darauf 
nach den Bechenregeln 35 und 36 zu verfahren. Freilich tritt 
hierbei eine neue Schwierigkeit ein. Da nämlich der Dezimal- 
bruch, den man für den gegebenen Bruch nimmt, in der Regel 
nur ein angenäherter Quotient ist, bedarf es einer besonderen 
Untersuchung, bis zu welchem Fehlbetrage die gefdndene Zahl 
richtig ist. Auf eine genauere Untersuchung dieser Frage 
können wir hier nicht eingehen und bemerken nur, daß man 
sich beim praktischen Rechnen meistens durch Probieren davon 
tiberzeugt, ob das Ergebnis die geforderte Genauigkeit besitzt. 

Aufgaben zu Kapitel IX 

97. Suche die angenäherte Quadratwurzel von 3500, von 3276, 
von 3850 bis auf Einheiten. 

98. Man soll die Quadratwurzel im Fehlbetrage bis zu einer Ein- 
heit von 10000000 und 967 684 finden. 

99. Suche die Quadratwurzeln im Fehlbetrage bis zu ein Tausendstel 
von 2, 3, 10. 

100. Bestimme den Halbmesser eines Kreises, wenn sein Flächen- 
inhalt 26 ha beträgt. Nimm für it den Näherungswert 3,14. 

101. Bestimme den Halbmesser eines Kreises, wenn sein Flächen- 
inhalt 3 qm beträgt. 



Kapitel IX. Quadrat; Quadratwurzel 113 

102. BeBtimme den DurchmesBer eineB Kupferdrahtes, wenn 1 com 
Kupfer 8,96 g wiegt, und wenn 1226 km dieses Drahtes 10000 kg 
wiegen. Der Querschnitt dieses Drahtes soll kreisförmig sein. 

103. Der Fußboden eines quadratischen Zimmers ist mit 784 
quadratischen Steinplatten belegt. Wieviel Platten befinden sich an 
jeder Seitenwand? 

104. Ein rechtwinkliges Feld hat 712 m Länge imd 618 m Breite. 
Wie weit ist es von der einen bis zur gegenüberliegenden Ecke? 

106. Wenn man untersuchen will, ob eine ganze Zahl eine Prim- 
zahl ist oder nicht, braucht man nach der Bechenregel 20 nur zu er- 
mitteln, ob sie durch diejenigen Zahlen teilbar ist, deren Qu^rdrat kleiner 
als die gegebene Zahl ist. Wie weit hat man hiemach zu gehen, wenn 
die Zahlen 8643, 83731, 997 Od9 zu untersuchen sind? 

106. Nach dem dritten Keplerschen Gesetz erhält man die Zeit, 
in der ein Planet die Sonne einmal umkreist, indem man die Quadrat- 
wurzel aus dem Quotienten der dritten Potenzen der mittleren Ent- 
fernungen des Planeten und der Erde von der Sonne mit der Ümlaufs- 
zeit der Erde multipliziert, die 366,266 Tage beträgt. Wenn nun der 
Quotient der mittleren Entfernungen von Jupiter und Erde gleich 6,2028 
ist, wieviel Tage beträgt die Umlaufszeit des Jupiter? 

107. Das dritte Keplersche Gesetz gilt sinngemäß auch für die 
Umlaufszeiten von Monden um ihre Hauptkörper. Bestimme hieraus die 
Umlaufszeit des ersten Marsmondes, wenn bekannt ist^ daß der erste 
Mond vom Marsmittelpunkt um 6400 km, der zweite um 23400 km ent- 
fernt ist und daß der zweite Mond den Mars in 30,26 Stunden umkreist. 

Aufgaben zur WiederlLolung der Arithmetik 

108. Man sagt, eine Zahl sei in dem Zahlensystem mit der Grund- 
zahl 8 geschrieben, wenn jede Ziffer, die links von einer andern steht, 
achtmal so große Einheiten ausdrückt. Um eine Zahl in dem System 
mit der Grundzahl 8 zu schreiben, genügt die Anwendung der folgenden 
S Zeichen: 0, 1, 2, 3, 4, 6, 6, 7. Die Schreibweise 346 bezeichnet als- 
dann 3-8- 8 + 4.8 + 6== 192 + 82 + 6 = 229, mit andern Worten, 
flie bezeichnet im Achtersystem dieselbe Zahl, wie die Schreibweise 229 
im Zehnersystem. Schreibe folgende Zahlen im Zehnersystem, die in 
anderen Systemen geschrieben sind; das Zählungssystem ist hinter jeder 

2ahl an£?egeben: 

® 2347 (Grundzahl 8) 

3458 (Grundzahl 9) 

161360 (Grundzahl 7] 

301402 (Grundzahl 6] 

10034 (Grundzahl 6) 

3010321 (Grundzahl 4) 

20121202 (Grundzahl 3] 

101010121 (Grundzahl 3) 

101011010111 (Grundzahl 2) 

Borel-Stäckel, Die Elemente der Mathematik I 8 
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109. Die Zahl 8645 sei im Zehnersystem geschxiehen. Schreibe sie 
in dem System mit der Grundzahl 8. 

110. Die Zahl 10000 sei in dem System mit der Grandzahl 9 ge- 
schrieben. Wie schreibt sie sich in dem System mit der Grandzahl 7? 

111. Wenn man ein Zahlensystem anwenden will, dessen Grund- 
zahl größer ist als 10, so muß man neue Ziffern schaffen. Z. B. 
müssen in dem System mit der Grundzahl 14 die Zahlen 10, 11, 12, 13 
durch ein einziges Schriftzeichen dargestellt werden. Wir wollen uns 
dahin verständigen, daß die Buchstaben des Alphabets in ihrer gebräuch- 
lichen Reihenfolge benutzt werden sollen, also a, h, c, (?..., um 10, 
11, 12, 13 ... zu bezeichnen. 

Mithin wird durch die Schreibweise: 

ab (Grundzahl 12) 
bezeichnet : 

10 • 12 -f- 11 = 131 (Grundzahl 10). 
Die Schreibweise 

dOb (Grundzahl 14) 
bezeichnet: 

13 . 14 . 14 -I- 11 (Grundzahl 10). 

Schreibe folgende Zahlen in dem Zehnersystem: 

al306 (Grundzahl 12), 

134501 (Grundzahl 11), 

ab cd (Grundzahl 20), 

3481 (Grundzahl 15). 

112. Man betrachte einen Zeitraum yon 400 Jahren des Gregoria- 
nischen Kalenders, zum Beispiel vom 1. Januar 1601 bis zum 31. De- 
zember 2000. Beweise, daß die Anzahl der Tage dieses Zeitraums ein 
Vielfaches von 7 ist. 

113. Wie oft ist der 1. Januar in dem Zeitraum der vorigen Aufgabe 
ein Sonntag? Wie oft ist der 14. Juli ein Donnerstag? 

114. Ordne alle irreduziblen Brüche, die kleiner sind als 1 und 
deren Nenner kleiner ist als 10, nach ihrer Größe! 

115. Bestimme das Gewicht der Luft, die in einem Zimmer von 
3,50 m Höhe, 6,75 m Länge und 4,35 m Breite enthalten ist. Das Ge- 
wicht von 1 1 Luft soll zu 1,293 g gerechnet werden. 

116. Berechne den Wert eines Blattes aus reinem Golde, das 
2,20 cm Länge, 1,35 cm Breite und ein Zehntel mm Dicke hat; das Ge- 
wicht von 1 ccm Gold ist 19,33 g, und 1 kg Gold hat den Wert von 
2755,56 JC 

117. Die Yorderräder einer Lokomotive haben 54 cm Durchmesser, 
und die zwei Paare von Hinterrädern 1,04 m. Die Bäder der Wagen 
des Zuges, vor den sie gespannt ist, haben 86 cm Durchmesser. Nach 
wieviel Umdrehungen haben diese Räder alle wieder dieselbe Stellung- 
eingenommen? 

118. Zwei Straßen durchkreuzen sich unter rechtem Winkel. Die 
Gesamtlänge der einen ist 500 m, die Gesamtbreite 20 m, die Breite 
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jedes ihrer Fußsteige 3 m; die Länge der anderen ist 600 m, ihre Ge- 
samtbreite 12 m und die Breite jedes ihrer Fußsteige 1,75 m. Man 
will beide Straßen zusammen mit Holzblöcken pflastern, deren Dicke 
12 cm ist. Welches ist das Gesamtgewicht dieser Holzblöcke, wenn 
1 cbm des verwendeten Holzes 475 kg wiegt? 

119. Man will künstlichen Dünger auf ein Feld von 34 m Länge 
und 38 m Breite streuen, und zwar rechnet man 760 kg auf 1 ha. 
Wieviel Doppelzentner sind notwendig? 

120. Eine Landkarte ist im Maßstabe 1 : 80000 angefertigt. Welches 
ist der Flächeninhalt eines Gebietes in ha, das auf der Karte durch ein 
Rechteck mit den Seiten 3,5 mm und 8,4 mm dargestellt wird? 

121. Eine Flagschrifti hat 124 Seiten (die Seiten des Umschlages 
werden mitgezählt). Wenn nun ein Stoß von 125 solchen Heften 1 m 
Höhe hat, wie dick ist das Papier? 

122. Der Feingehalt von drei Barren aus einem Gemisch von 
Silber und Kupfer ist der Reihe nach 0,900; 0,860; 0,676. Das Gewicht 
des zweiten beträgt | von dem Gewicht des ersten, und das Gewicht des 
dritten ^ von dem Gewicht des zweiten. Berechne diese Gewichte, wenn 
die Barren zusammen 1 kg reines Silber enthalten. 

123. Der Feingehalt des deutschen Silbergeldes ist 0,9. Wie groß 
ist der Wert des Silbers, das in 100 J^ Silbergeld enthalten ist, wenn ein 
Kilogramm reines Silber 106 Ji kostet und ein Einmarkstück 6 g wiegt? 
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Kapitel X 

Anwendung der Buchstaben; algebraische 

Ausdrücke 

I. Anwendung der Bnclistaben 

71. In der Arithmetik hat man es nicht selten mit einer 
Beihe von Aufgaben zu tun^ die in ihrem Wortlaut bis auf 
gewisse Zahlen übereinstimmen. Ein Kaufmann^ der Tuch ver- 
kauft^ wird zum Beispiel beständig zu Aufgaben der folgenden 
Art geführt: 

2 m Tuch Jcosten 6 eJC. Wieviel kosten 3 m von dem- 
selben Tuch? 

4 m Tuch kosten 16 jfC, Wieviel kosten 5 m von dem- 
selben Tuch? 

Um sie zu losen, wird man immer wieder dieselben Über- 
legungen anstellen müssen; sie beziehen sich aber auf ver- 
schiedene Zahlen ; und lediglich aus diesem Grunde sind die 
Rechnimgen und die Ergebnisse verschieden. 

Wenn man nun eine Reihe von Aufgaben hat, die alle 
durch dieselben Überlegungen gelöst werden, so ist es ermüdend, 
diese immer wieder von neuem anzustellen, und man wird 
wünschen, eine Hegel zu besitzen, die angibt, wie man die 
Lösung aller dieser Aufgaben findet. 

Zum Beispiel lassen sich die beiden oben gegebenen 
Aufgaben zusammenfassen zu der allgemeinen Aufgabe: Wenn 
eine gewisse Zahl m Tuch eine gegebene Zahl jfC kosten, 
welchen Preis haben so und soviel m von demselben Tuch? 
Man erhält hier die Regel: Um die gesuchte Zahl zu finden f 
dividiere man den gegebenen Preis durch die Zähl der Meter, 
die diesen gegebenen Preis kosten , und multipliziere das so 
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erhaltene Ergeimis mit der ZcM der Meter, deren Preis man 
sutM^). 

Bei den beiden Aufgaben, die wir gestellt hatten, findet 
man somit: 

Y . 3 c^ = 9 c^, 

Man wird wohl darüber erstaunt sein, daß wir bei einer so 
einfachen Aufgabe eine so umständliche Regel gegeben haben. 
Hätten wir jedoch nicht eine einfache Aufgabe gewählt, so wäre 
die Regel sogar noch umständlicher geworden; um sie zu 
verstehen und anzuwenden, hätte man mindestens ebenso viel 
Mühe aufwenden müssen, wenn nicht mehr, als wenn man für 
jedes Beispiel die Überlegung von vorne begonnen hätte. 

Eins der Ziele der Algebra, und sogar das HoMptzid der 
niederen Algebra, besteht nun gerade darin, uns in den Besitz 
einer abgekürzten Sprache zu setzen, die es ermöglicht, solche 
allgemeinen Betrachtungen ohne Mühe anzustellen und all- 
gemeine Regeln einfach auszusprechen. 

Zu diesem Zwecke braucht man nur in den unbestimmten 
Redewendungen: eine gewisse Zahl von Metern, eine gewisse 
Zahl von Mark usw. statt der Worte „gewisse Zahl" Buchstaben 
zu setzen, also die Größen durch Buchstaben zu bezeichnen^ 
für die, je nach dem Wortlaut einer vorgelegten Aufgabe, be- 
stimmte Zahlen oder, wie man in diesem Falle auch sagt, 
Werte eingesetzt werden. Dabei ist zu beachten, daß man bei 
ein und derselben Aufgabe für ein und denselben Buchstaben 
stets ein und denselben Wert einzusetzen hat. 

An und für sich kann man in einer Begd für einen 
Buchstaben irgend eine Zahl einsetzen; es gibt jedoch auch 
Aufgaben, bei denen gewisse Buchstaben nur ganze Zahlen 



1) um solche Regeln zu erhalten, wüide es an und fär sich ge« 
nügen, eine einzige Aufgabe der betreffenden Art zu lösen. Den Anfängern 
ist es aber dringend zu empfehlen, zahlreiche ähnliche Aufgaben, jede 
für sich, zu lösen und dabei die Überlegung immer zu wiederholen; denn 
nur so werden sie die Kegel gut verstehen und sie später, ohne Fehler 
zu begehen, anwenden können. 



Kapitel X. Anwendung der Buchstaben; algebraische Ausdrücke 121 

yertreten, zum Beispiel, wenn es sich um eine AnzaU von 
Individuen handelt oder wenn die Werte, die dem Buchstaben 
beigelegt werden, auf die Frage: wie oft? antworten. Endlich 
möge noch ausdrücklich darauf hingewiesen werden, daß nach 
unserer Erklärung die Buchstaben die Stelle yon Zahlen ver- 
treten; sie bedeuten niemals benannte Zahlen* 

Wir nehmen jetzt unser Beispiel noch einmal vor und 
geben der allgemeinen Aufgabe die Fassung: 

Wenn p Meter Tuch a Mark kosten, was kosten q Meter 
von demsdben Tuch? 

Nach der Einführung der Buchstaben ist es leicht, die 
Regel herzuleiten, die wir vorher ohne Begründung angegeben 
hatten. Wenn p Meter a Mark kosten, so kostet 1 Meter 

a Jl geteilt durch p oder — (ACy und q Meter kosten q mal so- 

Jtr 

viel, d. h. — - q JÜ^ oder bei Weglassung des Malzeichens: 

~-qJC. 
P 

Wenn man noch zur Abkürzung, wie es üblich ist, die 

unbekannte Anzahl von Mark mit x bezeichnet, so wird die 

Lösung durch die Gleichung gegeben: 

a 
X = —q. 
P ^ 

Dieses einfache Ergebnis ersetzt die vorher ausgesprochene 

umständliche Regel; mittels der Gleichung kann man in der 

Tat bei allen Aufgaben der betrachteten Art die Lösung sofort 

hinschreiben. 

72. Die Gleichung x=^ —q heißt auch eine algebraische 

Formd; ihre linke Seite ist die mibekannte Zahl x^ ihre rechte 

Seite der algebraische Ausdruck —q, 

Erklärung. Ein algebraischer Ausdruck ist eine Ver- 
einigung von Buchstaben und Zahlen, die miteinander durch 
jRechnungszeichen verbunden sind. Wenn man also jeden Buch- 
stoben durch eine Zahl ersetzt, so gestatten es die Bechenr 
regeln die angegebenen Rechnungen auszuführen. Das End- 
ergebnis der Rechnung heißt der Wert des Ausdrucks für die 
gegebenen besonderen Werte der Buchstaben. 
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Zum Beispiel hat der algebraische Ausdruck — q den Wert 

9, wenn man in ihm a durch den Wert 6, p durch den Wert 
2 und q durch den Wert 3 ersetzt^ oder kürzer, wenn man setzt: 

a =» 6, 1? = 2, ^ = 3. 

Derselbe Ausdruck hat den Wert 20, wenn man setzt: 

a = 16, i> == 4, g = 5. 

Man erkennt also, daß der Wert eines algebraischen Aus- 
drucks von den Werten abhängt, die man den darin vor- 
kommenden Buchstaben erteilt. 

IL Berechnung der algebraischen Ausdrücke 

73- Das Beispiel, das wir vorher gaben, war sehr ein- 
fach. Wenn jedoch die algebraischen Ausdrücke verwickelter 
sind, so können leicht Zweifel über die Reihenfolge entstehen, 
in der man die einzelnen Rechnungen auszuführen hat, und 
man muß daher in dieser Hinsicht sehr genaue Festsetzungen 
treffen. 

Es sei etwa der Wert des Ausdrucks 

zu berechnen, in dem 

a = 2, 6-3, c = 4 
sein soll. 

Wenn man keine Festsetzung getroffen hätte, könnte man 

zweifelhaft sein, ob man 3 mit 4 multiplizieren und das Produkt 

zu 2 hinzufügen soll, was 

2 -f- 12 = 14 

ergibt, oder ob man 2 zu 3 addieren und die Summe mit 4 
multiplizieren soll, was 5 • 4 = 20 ergibt. 

Man setzt nun fest, wie wir in der Arithmetik (Nr. 16) 
gesehen haben, daß die erste Art und Weise zu wählen ist; 
soll die zweite Art imd Weise gewählt werden, so bedient man 
sich wieder (Nr. 16) der Schreibweise: 

(a + 6)c; 
dieser Ausdruck unterscheidet sich von dem vorhergehenden 
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dadurch^ daß bei ihm die Summe a -\-b in Klammem^) ge- 
setzt ist. 

Wir sprechen mithin die folgenden Regeln aus: 

Begel 1. Um den Wert eines algebraischen Ausdrucks 
ßu berechneHy in dem keine Klammem vorkommen, führt man 
zuerst die angedeuteten Multiplikationen und Divisionen aus, und 
darauf die Additionen und Subtraktionen, 

Begel 2. Bas Potenzieren und Wurzelziehen ist vor den 
vier elementaren Bechnungsarten: Addieren, Subtrahieren, Multi- 
plizieren, Dividieren auszufahren, 

Begel 8. Sollen die Bechnungen in anderer Beihenfolge 
ausgeführt werden, als die Hegeln 1 und 2 vorschreiben, so setzt 
man Klammem. 

Bisweilen werden der größeren Deutlichkeit wegen Klammem 
auch in solchen Fällen angewandt^ wo die Reihenfolge der Rech- 
nungen schon durch die Regeln 1 und 2 bestimmt ist. 

74. Es sei zum Beispiel der Zahlenwert des Ausdrucks 
zu berechnen: 

(a +|d)(6 + -J) + (a + 12)(6 - 3) + |(a + 3), 

für 

a^l, 6 «8; c = 4, d = 2. 

Man berechnet zuerst die Blammern, wobei für jede 
Klammer die Regel 1 anzuwenden ist. Auf diese Art ergibt sich: 

1 +1-2 = 1 + 4 = 5, 

8+y =8 + 8 = 16, 

1 + 12 - 13, 
8-3 =5, 
1 + 3 =4. 



1) Man gebraucht das Wort Kkanmer in doppeltem Sinn. Erstens 
verateht man unter Klammem die Schriftzeichen (),[], { } • Zweitens 
aber bezeichnet Klammer den von einem Paar solcher Schriftzeichen 
umschlossenen Ausdruck; in dem zweiten Sinn ist das Wort Klammer 
bereits in Nr. 12 angewandt worden. 
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Daranf führt man ebenfalls nacli der Regel 1 die übrigen 
Becbnungen ans: 

5. 16 + 13. 5 + ^-4 = 80 + 65 + 8- 153. 

Der gesnchte Wert ist also 153. 
Es sei femer der Ansdmck: 

gegeben. Erteilt man den Buchstaben a^ by c, d dieselben 
Werte wie vorher, so ist sein Wert: 

Der Leser möge die Zwischenrechnnngen, die wir weg- 
lassen, ausfuhren. 

76. Man betrachtet zuweilen auch verwickeltere Aus- 
drücke, wie etwa den folgenden: 

Dieser Ausdruck enthält keine Klammem. Dafür enthält er 
aber Brüche, wie ^^x~| > ^^^ denen der Zähler a + c und der 

Nenner h -{- d algebraische Ausdrücke sind. Er enthält auch 
ein Wurzelzeichen, das sich über den algebraischen Ausdruck 
a* + 21 erstreckt. Wir geben daher zur Ergänzung die Begeh 
Begel 4. Ber Bruchstrich und der Strich am Wurzd- 
zeichen ersetzen eine Klammer. 

Man schreibt zum Beispiel ^ J]^ statt (a + c) : (6 + rf) 

und ]/a + 6 + c statt y{a + 6 + c). Der vorher betrachtete 
Ausdruck muß mithin so berechnet werden, als ob er folgender- 
maßen geschrieben wäre: 

[(a + 6) : c] . d + (a + c) : (6 + d) + y(a* + 21). 

Gibt man den Buchstaben a, hy c, d die folgenden Werte: 

a=10, & = 6, c = 8, e? = 3, 

so haben die Klammem die Werte ^): 

1) Man sagt oft zur Abküizimg Wert einer Klammer anstatt Weri 
des in der Klammer stehenden Ausdrucks. 
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10+ 6 = 16, 

10+ 8 = 18, 

6+ 3 = 9, 

100 + 21 = 121, 

und der Ausdruck selbst hat zum Wert; 
16 ^ . 18 



8 3 + f + |/l21 = 6 + 2+ll = 19. 

Zuweilen ist man gezwungen, um eine gewünschte Reihen- 
folge der Rechnungen festzusetzen, Klammern ineinander 
0u schachteln, d. h. Klammem von verschiedener Gestalt anzu- 
wenden, die einander einschließen^). In diesem Falle hat 
man zuerst die inneren Klammem zu berechnen, darauf die 
Klammem, die diese einschließen usw. 

76. Um ein Beispiel aus dem täglichen Leben zu nehmen, 
behandeln wir die Aufgabe: 

Eine Erbschaft wird zu gleichen Teilen unter n Erlen ge- 
teilt. Der Änteü eines Erben besteht aus a c4Cy vermehrt um die 
Zinsen dieses Betrages während eines Jahres zu p Prozent und 
um b c4C. Bestimme den Betrag der ganzen Erbschaft 

Wir berechnen zuerst den Anteil eines einzelnen Erben. 
Ein Betrag von a jfi^ zu p Prozent auf Zinsen gelegt, wird 
am Ende eines Jahres zu: 



«(i + ilö)'^- 



Wenn man noch b jfC hinzufügt, ergibt sich als Anteil eines 
Erben in Mark: 



«(1 + 4) + *- 



Um den ganzen Betrag der Erbschaft zu erhalten, müssen 
wir, da die Teile gleich sind, diesen Teil mit der Anzahl n 
der Erben multiplizieren. Um diese Rechnung anzudeuten, ver- 



1) Eine einzige Art von Klammem wäre schon ausreichend. Dann 
würde man jedoch bei etwas verwickelten Ausdrücken eine sehr große 
Aufmerksamkeit aufwenden müssen, um Anfang und Ende einer Klammer 
richtig zusammenzunehmen; es ist daher bequemer, Klammem zu ver- 
wenden, die sich durch die Gestalt oder doch mindestens durch die 
Größe unterscheiden. 
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wenden wir Klammem von anderer Gestalt, sodaß der Betrag 
der Erbschaft in Mark darch die Formel gegeben wird: 

Setzt man zum Beispiel: 

n = 4, a - 100, p = 3, 6 = 500, 

so erhält man: 

a; = 4 (103 + 500) = 4 • 603 - 2412. 

Die gesuchte Erbschaft beträgt also 2412 ^. 

Zur Übung im Gebrauch der mehrfachen Klammem 
woUeu wir noch den Ausdruck betrachten: 

[(a»+6)(c-e0 + f^][(« + i)(c*-d*) + |(6 + O] + oJ. 

In ihm soll gesetzt werden: 

a = 4, 6 = 8, c = 2, d=l. 
Man erhält: 

(24 . 1 + y) (l2 . 3 + i- . 9) + 4 . 8 - 28 . 54 + 32 = 1544. 

Der Leser möge selbst die Zwischenrechnungen ausführen, 
die wir weggelassen haben. 

III. Bemerkungen 

77- Wir werden später, wenn wir die algebraische Rech- 
nung behandeln, lernen, wie man die algebraischen Ausdrücke 
umwandelt oder einen algebraischen Ausdruck durch einen 
identischen algebraischen Ausdruck ersetzt. Man sagt, zwei 
algebraische Ausdrücke seien identisch, wenn sie in allen 
Fällen denselben Wert annehmen, d. h. wie man auch die 
Werte der Buchstaben wählen möge, die in ihnen vorkommen. 
Zum Beispiel erkennt man leicht, daß die beiden Ausdrücke: 
(a + h)(a — b) und a* — 6^ identisch sind. 

78. Bemerkung über die Bezeichnungen in der 
Algebra. Die Anwendung der Buchstaben bedeutet, wie wir 
sahen, eine abgekürzte Sprechweise, ^ir sagen a c/fC statt 
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zu sagen eine gewisse Zahl von Mark oder der in der Auf- 
gabe angegebene Betrag. Wie jede Sprache ist die algebraische 
Bezeichnungsweise wiUMrlich, d. h. wenn wir eine gewisse An- 
zahl von Mark bezeichnen woUen^ können wir dafür nach Be- 
lieben a oder h oder A oder Z usw. nehmen. Nur muß diese 
Bezeichnungsweise folgerichtig sein^ d. h. es muß bei ein und 
derselben Untersuchung jeder Buchstabe einen einzigen^ genau 
bestimmten Sinn haben^ es dürfen also nicht für ein und die- 
selbe Größe an verschiedenen Stellen verschiedene Buchstaben 
gesetzt werden^ und umgekehrt muß jedem Buchstaben nur eine 
einzige Größe entsprechen. Anders ausgedrückt: die betrachteten 
Größen und die angewandten Buchstaben müssen sich umkehr- 
bar eindeutig entsprechen. 

Man darf jedoch nicht glauben ^ es sei ganz gleichgültig^ 
ob man diese oder jene Bezeichnung wählt. Wenn man bei 
ein und derselben Untersuchung eine große Anzahl von Buch- 
staben einführt, so ist es sehr vorteilhaft, sie nicht aufs Gerate- 
wohl zu wählen, sondern Regeln zu befolgen, die durch den 
Gebrauch geheiligt sind und an die man sich rasch gewöhnt. 
Einer der ältesten dieser Gebräuche besteht darin, die bekannten 
Größen durch die ersten Buchstaben des Alphabets a, b, c, d, 
fj g, h, und die unbekannten Größen durch die letzten Buch- 
staben des Alphabets x, y, a, Uy v, w zu bezeichnen. 

Es gibt ferner gewisse ZusammensteUuDgen von Buch- 
staben, die gebräuchlicher sind ald andere, derart, daß die 
Algebraiker gewisse Gruppen von Buchstaben des Alphabets, 
die im allgemeinen aus aufeinanderfolgenden Buchstaben be- 
stehen, immer gleichzeitig einführen. Wenn man zum Beispiel 
drei Grrößen von ähnlicher Bedeutung hat, so bezeichnet man sie 
gern mit a, 6, c oder mit /*, g, h oder mit l, m, n oder mit 
Py g, r oder mit x, y, oder mit w, v, w. Dagegen hat man 
nicht die Gewohnheit, sie zum Beispiel mit n, 0, p oder mit 
e, f, g zu bezeichnen. Außerdem steUt man gern die Buch- 
staben nebeneinander, die in jeder dieser Gruppen denselben 
Platz einnehmen. Sind etwa drei Geldbeträge zu verschiedenem 
Zinsfuße auf ein Jahr auf Zinsen gelegt, so bezeichnet man die 
drei Beträge mit a, b, c jfi^ die drei Zinsfüße mit p^ q, r und 
die Endbeträge mit x, y, z jfi. Auf diese Art ergibt sich: 
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Diese Formeln schreibt man leichter ohne Fehler als etwa 
die folgenden: 

in denen die drei Anfangsbetmge mit a, i, r jfi und die drei 
Zinsfüße mit g, d, c bezeichnet sind. 

Man verwendet auch bisweilen gleichzeitig mit den Meinen 
Buchstaben die großen Buchstaben desselben Namens A, JS, (7, 
X, Yy Z\ man vermeidet es jedoch, große Buchstaben bei Unter- 
suchungen anzuwenden, bei denen eine Verwechsung mit den 
Bezeichnungen der Geometrie möglich ist. 

Häufig werden auch griechische Buchstaben angewandt. 
Man fahrt sie gern in Gruppen ein, die bestimmten Gruppen 
der gebräuchlichen Buchstaben entsprechen. So entsprechen 
a, /J, y (alpha, beta, gamma) den a, b, C] A, /Lt, v (lambda, 
my, ny) entsprechen den l, m, n] |, r;, ^ (xi, eta, zeta) ent- 
sprechen den X, y, IS ^). Wir werden diese Buchstaben vorläufig 
vermeiden, um den Lesern keine neuen Schwierigkeiten zu be- 
reiten, werden sie jedoch allmählich bei einigen Aufgaben an- 
wenden; denn man sollte sich nach und nach an ihren Gebrauch 
gewöhnen. Jedenfalls muß man «die griechischen Buchstaben 
kennen, wenn man das Studium der Mathematik etwas weiter 
treiben will. 

79. Die Bezeichnungen, die wir angegeben haben, ge- 
nügen nicht, wenn zahlreiche Größen mit ähnlicher Be- 
deutung vorhanden sind; denn man würde das Alphabet rasch 

1) Es ist üblich, dem y das tj entsprechen zu lassen ; hierfür scheint 
kein anderer Grund vorzuliegen, als die Ähnlichkeit in der Gestalt der 
beiden Schriftzeichen. 
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erscilöpfen und die Bezeichnangen nicht im Gec^chtnis be- 
halten. In solchen Fällen tut man besser^ die Ghrößen von 
ähnlicher Bedeutung mit demselben Buchstaben zu bezeichnen, 
diesen aber mit verschiedenen Indizes zu yersehen, d. h. zu 
schreiben a^, a^, o^, a^ . . ,, was man ausspricht: a Index 
n/M, a Index eins, a Index zwei usw.^ oder kurz: a null, 
a eins, a zwei usw. Man verwendet auch die Bezeichnungen 
a\ a", a'", a^ , . ., imd sagt dann: a Sirich, a zwei Strich, 
a drei Strich, a vier Strich usw. 

Nehmen wir etwa an, wir wollten berechnen, welchen 
Betrag ein Bentner am Ende eines Jahres besitzt, der sein 
Vermögen in eecl« Hypotheken zu sechs verschiedenen Zins- 
fÜSen angelegt hat. Bezeichnen wir die Hypotheken mit 
^f ^7 ^99 ^4; ^59 ^6 <^ ^^^ ^^ entsprechenden Zinsfüße mit 
Pi7 P%j Pz> Po Pbf Pey so haben wir flir den Endbetrag x JC 
nach Ablauf eines Jahres die Formel: ^ 

Es ist offenbar viel einfacher, die Formel mit den hier 
gebrauchten Bezeichnungen zu schreiben und anzuwenden, als 
zwölf yerschiedene, ganz nach Belieben gewählte Buchstaben 
zu verwenden. 

Aufgaben^) zu Kapitel X 

124. Berechne den Wert von x aus der Formel: 

X = a(ft — c) + 5(c — a) 
unter der Annahme : 

a = 10, & = 26, c«=16. 

125. Berechne den Wert desselben Ausdrucks unter der Annahme: 

0=;=3,U, 5 = 6,171, c = 4,308. 

1) Bei allen diesen Aufgaben soll man die Werte der gegebenen 
Ausdrücke berechnen, olme diese Ätzdrücke algebraisch umzuformen, 
d. h. ohne eine algebraische Rechnung auszuführen; die Regeln für 
diese Rechnung werden erst in Kapitel XTTT auseinandergesetzt und von 
Beispielen über ihren Gebrauch begleitet werden. Beim Dividieren und 
Wurzelziehen soUen die Ergebnisse immer genau bis auf ein Tausendstel 
berechnet werden. 

Borel-Stftokel, Die Elemente der Mathematik I 9 
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126. Berechne den Wert yon y ans der Formel: 



unter der Annahme: 






127. Berechne den Wert von e aus der Formel: 

g^(a + b)[€ + (a + h)(c + d)] + a(P--e)[e+{a^b)d\ 
unter der Annahme: 

128. Berechne den Wert von 8 aus der vorhergehenden Formel 
unter der Annahme: 

129. Gegeben sind die vier Zahlen p^^ 9oi JPi« 9i* ^^^ setzt: 

28 = 2g, + 21, 
l'4 = 2jp,+i},, 

«4 = 228 + 2« 

und so weiter. 

Berechne die Werte von |>j , 2t i l's i 28 > • • • 1 1>8 > 28 ^^ter der An- 
nahme: 

1^0 = 2, i)i = 6, 

2o = l» 2i = 3. 

Berechne bis auf Tausendstel genau die Werte der Brüche: 

Po_ ^ £l A 

1 t 1 • • • 1 • 

2o 2i 2s 28 

180. Haben die Seiten eines Dreiecks die Längen a, b, e cm und 
setzt man: 

so wird der Flächeninhalt F in qcm durch die Formel gegeben: 



F^ y8{8 — aX« — b){8 — c) . 

unter dieser Voraussetzimg soll der Flächeninhalt eines dreieckigen 
Grundstücks in ha und a angegeben werden, dessen Seiten die Aus- 
dehnungen 2 km, 1200 m, 1,4 km haben. 

181. Dieselbe Aufgabe unter der Annahme: 

a = 285,26 , b » 402,76 , c »« 860,60. 



/ 
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132. Berechne den Wert von x aus der Formel: 

Ya + b + c + d 
unter der Annahme: 

o = ö, & = 8, c==12, d = 8. 

133. Dieselbe Aufgabe unter der Annahme: 

a = 0,5, 5 =-0,08, c = 0,l, <i = y* 

134. Berechne den Wert von y aus der Formel: 

y^Ya + l — yb'-b 
unter der Annahme: 

a=ll, d^sU. 

135. Berechne den Wert von x aus der Formel: 

x^a(p + e)-\-h{C'\-ä)-{'C(a-\-b) 

unter der Annahme: 

a « 2, 5 = 3, c = 4. 

136. Berechne den Wert desselben Ausdrucks unter der Annahme: 

a = 2,136 , b = 3,126 , c = 4,005. 

137. Berechne den Wert desselben Ausdrucks unter der Annahme: 

138. Berechne den Wert desselben Ausdrucks unter der Annahme: 

a==^, 5 = 0,0034, c= 3,2007. 

139. Berechne den Wert von y aus der Formel: 

y = a[6(a + c) + c*] + (6 — c)[a6 + c(o — 6)] 

anter der Annahme: 

a^4, 5 = 3, c = 2. 

140. Berechne den Wert von g aus der Formel: 



a\b{a -{-€)-]'€ {a — 5)] + c ' ^ ' ^b — e 

unter der Annahme i 

a:=6, 6 = 6, c = 3. 

141. Berechne den Wert von x aus der Formel: 



a; «= (a + 5)yc — 3 + c|/a + 12 + by/a — c 

unter der Annahme: 

a = 13, 6 = 2, c = 12. 



9' 
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142. Berechne die Werte von x, y, e aus den Formeln: 



X =» Äya^+1 + {Ä + l)yV + 3 , 



y^Byb^T^+{B + i)yb*+s, 



e = eye* + 1 + ((7 + l))/c* + 3 

unter der Annahme: 

a = 2, 6 = 3, c = 4, 

143. An eine Metallstange Yon der Länge a m ist eine zweite Stange 
aus anderem Metall von der Länge \h m angelötet, sodaß das Ganze 
einen Stab von der Länge {a-\-h) m. bildet. Wird der Stab um t Grad 
erwärmt, so wird seine Länge x m durch die Formel gegeben: 

x^a(l + oct) + h{l + ßt); 

hierbei sind a and ß zwei Zahlen, die man lineare Ausdehnungskoeffi- 
zienten nennt. 

Berechne x unter den Annahmen: 

a = 3, 6 = 4, *=-60, 
a «- 0,00001 , ß — 0,00002 ."j 

144. Dieselbe Aufgabe unter der Annahme, daß oc und ß dieselben 
Werte haben, daß man aber hat: 

a = 80, & = 0,5, * = 100. 

146. Dieselbe Aufgabe unter der Annahme: 

a = 30, &=:53, ^=200. 

146. Ein Rentner legt drei Beträge a, b, c JC zu p, q, r vom Hundert 

auf Zinsen; diese Beträge bleiben der Beihe nach Ä, Bj C Jahre liegen. 

Die Gesamtzinsen, die einkommen, seien x JC. Dann wird x durch die 

Formel gegeben: 

^apA-\-hqB -{-crC 

^ Töö • 

Berechne diese G^samtzinsen unter der Annahme: 
a = 10000, |? = 3, J. = l, 

6=^20000, g = 3,6, J5 = 2, 
c = 30000, r = 4, = 3, 

147. Dieselbe Aufgabe unter der Annahme, daß die Beträge der 

Reihe nach 18 Monate, 2 Jahre 3 Monate, 6 Monate ausstehen, und daß 

man hat: 

a = 1000, 1>~4, 

& = 2000, 2 = 5, 

c=3000, r = 3. 
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148. Dieselbe Aufgabe unter der Annahme, daß die Betrüge der 
Reihe nach 3 Tage, 2 Tage, 1 Tag ausstehen, und daß man hat: 

a = 2 Millionen, i> = S , 
6=3 Millionen, gr = 2,6, 
c = 10 Millionen, r = 2,26 . 

Das Geschäftsjahr wird zu 360 Tagen gerechnet. 

149. Dieselbe Aufgabe unter der Annahme, daß die Beträge der 
Beihe nach 1 Jahr, 6 Monate, 16 Tage ausstehen, und daß man hat: 

>= 1346,60, i?^8, 
6 = 1460,80, 2 = 3,6, 
c= 28460 , r = 3,26. 

160. Bei einem Dreieck soUen dieselben Bezeichnungen angewandt 
werden wie in Aufgabe 130. Außerdem seien, in cm gemessen, der Halb- 
messer des Umkreises r, die Halbmesser der In- und Ankreise q, q^^ p^, q^ 
Dann gelten die Formeln: 



F = ys{s — a)(5-- 6)(« — c) , 
_ abc^ __F F^ _ F _ F 

Wende diese Formeln an auf den Fall: 

a = 8, 6 = 4, c = 6 
und bestätige, daß man hat: 

^r-=-Q^ + Qj, + Q^ — 9. 

161. Wende die vorigen Formeln an unter der Annahme: 

a = 16, 6 = 14, c = 13. 

162. Wende die yorigen Formeln an unter der Annahme: 

1. a = 3, 6 = 3, c = 4, 

2. a = 3, 6 = 4, c = 4, 

3. a = 4, 6 = 4, c = 4. 

163. Ein Feld hat die Form eines Dreiecks, dessen Seiten die 
Längen haben: 2 km, 3 km, 1200 m. Wieviel kostet das Feld, wenn 
das ha Boden 3000 JC kostet? 

164. Die Zahlen u^ .und % seien gegeben. Es sollen die Zahlen 
^1 ^8 1 ^41 ^61 • ' * <^i^ch die Formeln bestimmt werden: 

W8=2Mj + Mi, 

^6 = 21«^ + «8, 



134 Algebra 

deren Gesetz anf der Hand liegt; sie könnten auch durch die einzige 
Formel ersetzt werden: 

in der num für n nacheinander 1, 2, 3, 4, ... zn nehmen hat. 

Es sollen nun] die Zahlen u^, u^, . • ., Ug, u^^l berechnet werden 
unter der Annahme: 

166» Berechne i4^» «,, u^, ttg unter der Annahme: 

«*o = l» »1 = 1. 
166. Berechne t«,, u^, u^^ u^, m^, u^, u^, u^q aus den Formeln: 

»4 = <*« + w,+«i, 
«*6=-w^ + «*8 + w,, 



d. h. 

<*«+» = «*«+i + <*» + t*„-i , 

und unter der Annahme: 

«*o==0, «1=6, u, = 1. 

157. Die Zahlen u^i u^^ u^^ u^, . , ., u^^^, oder wie man auch kürzer 
sagt, die Zahlen u mögen die in der Aufgabe 164 berechneten Werte 
haben. Berechne die Zahlen Xq, Xi, x^^ , , ,^ x^^ (oder die Zählen x)y 
die durch die Formeln gegeben werden: 

_ 1 
1 



14-Wi' 
_ 1 



Diese Formeln kann man auch durch die eine allgemeine Formel ersetzen 

1 

•B— = : • 

" 1 + «« 

Hierin ist der Index n nach und nach durch 0, 1, 2, 3, ... zu ersetzen. 
168. Die Zahlen u mögen die in der Aufgabe 156 berechneten 
Werte haben. Berechne die Zahlen y^, t/i, . » ., y^^^ die durch die all- 
gemeine Formel gegeben werden: 

159. Die Zahlen u mögen die in Aufgabe 156 berechneten Werte 
haben« Berechne die Zahlen Zq^ z^^ z^y z^, die durch die allgemeine 
Formel erklärt werden: 

" «n + 1 
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160. Die Zahlen u und die Zahlen z mögen dieselben Werte haben 
wie in der vorigen Aufgabe. Berechne die Zahlen 8^^, 8^, 8^, 8^, die 
durch die Formel erklärt werden: 

*« "" n + S 

161. Die Zahlen u mögen die in der Aufgabe 164 berechneten 
Werte haben. Berechne die Zahlen *©> *i> • • -^ *6i ^^ durch die Formel 
gegeben werden: 



Kapitel XI 

Positive und negative Zahlen 

L Vorbemerkimgeii 

80. Ein Einwohner yon Frankfurt a. M. reist häufig auf 
der großen Strecke Hamburg — Hannover — Frankfurt a. M. — 
Straßburg — Basel; bald reist er in der Richtung nach Hamburg, 
bald in der Bichtung nach Basel. Jeden Tag zeichnet er sich 
die Entfernung auf, in der er sich von Frankfurt befindet. 
Am Montag war diese Entfernung 120 km, am Dienstag 
80 km. Welche Strecke hat er vom Montag zum Dienstag 
durchreist? Diese Frage läßt sich nicht oWe weiteres be- 
antworten, denn die Angaben sind unzureichend. Wenn näm- 
lich die beiden Städte, in denen sich der Reisen4e Montag 
und Dienstag befand, auf derselben Seite von Frankfurt liegen, 
sei es auf der Seite nach Hamburg oder auf der Seite nach 
Basel, so braucht er nur 40 km zu durchreisen, um sich von 
der einen Stadt zur andern zu begeben. Liegt dagegen die eine 
dieser Städte zwischen Frankfurt und Hamburg, die andere 
zwischen Frankfurt und Basel, so hat er 200 km durchreisen 
müssen. 

Wie man aus diesem JSeispiel erkennt, muß man, um 
eine Frage hinsichtlich des Aufenthaltsortes des Beisenden zu 
behandeln, nicht nur seinen Abstand von Frankfurt, sondern 
auch die Richtung kennen, in der er sich von dieser Stadt 
entfernt hat, nämlich von Frankfurt nach Basel, oder von 
Frankfurt nach Hamburg. Um diese beiden Bichtungen von- 
einander zu unterscheiden, trifft man die Festsetzung, die erste 
als die positive und die zweite als die negative JRicktung zu be- 
zeichnen. Wenn der Beisende sich 80 km in positiver Bichtung 
von Frankfurt entfernt hat, so sagt man nach Übereinkunft, 
sein Abstand von Frankfurt sei + 80 km {gelesen: plus 



k> 
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80 km); hat er sich aber 80 km in negativer Richtung entfernt^ 
so sagt man nach Übereinkunft^ seine Entfernung von Frankfurt 
sei -— 80 km (gelesen: minus 80 km); + 80 ist eine positive 
Zähl, — 80 ist eine negative Zahl, 

Die positiven und negativen Zahlen erscheinen somit zu- 
nächst als eine abgekürzte Bezeichnungsweise; es ist kürzer zu 
sagen oder zu schreiben: der Reisende ist + 80 km von FranJc- 
fürt entfernt, als zu sagen oder zu schreiben: der Reisende ist 
80 km von Frankfurt entfernt in der Richtung nach Basel, 

Aber dieser Vorteil ist bei weitem nicht der einzige^ den 
die Einftihrung dieser Zahlen bietet; auch genügt das Vorher- 
gehende noch nicht ^ um verständlich zu machen ^ v^arum man 
zu ihrer Unterscheidung als sogenannte Vorzeichen die Rechen- 
zeichen + und — der Addition und der Subtraktion anwendet^ 
und nicht beliebige andere Zeichen. 

Um die Bezeichnungen + 80 km und — 80 km besser zu 
verstehen, wollen wir eine sehr einfache Aufgabe näher unter- 
suchen. 

81. Wir woUen wieder annehmen, wir hätten die Richtung 
von Frankfurt nach Basel als positive Richtung gewählt und 
daher als negative Richtung die Richtung von Frankfurt nach 
Hamburg und hätten den Abstand berechnet, der den Reisenden 
von Hamburg trennt, wenn der Abstand von dort bis Frank- 
fürt 548 km beträgt. Befindet sich der Reisende + 80 km 
von Frankfurt entfernt, d. h. 80 km in der Richtung nach 
Basel, so ist seine Entfernung von Hamburg: 

548 km + 80 km = 628 km. 

Wenn dagegen seine Entfernung von Frankfurt — 80 km 
ist, d. h. wenn er sich 80 km in der Richtung nach Hamburg 
entfernt hat, so ist sein Abstand von Hamburg nur noch: 

548 km - 80 km -= 468 km. 

Man erkennt, daß man in beiden Fällen die Entfernung 
des Reisenden von Hamburg erhält, indem man hinter die 
Entfernung 548 km von Hamburg bis Frankfurt den Abstand 
des Reisenden von Frankfurt mit seinem. Vorzeichen schreibt und 
die durch dieses Zeichen + oder — angedeutete Rechnung 
ausführt. 
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Wenn man also sagt^ der Abstand des Reisenden von 
Frankfurt sei + 80 km, so heißt das mit anderen Worten, sein 
Abstand von Frankfurt ist wm 80 Jcm größer als der Abstand 
zwischen Hamburg und Frankfurt; sagt mau aber, sein Ab- 
stand von Frankfurt sei — 80 km, so heißt dies, sein Abstand 
von Hamburg ist um 80 1cm Meiner als der Abstand zwischen 
Frankfurt und Hamburg. Unsere abgekürzte Bezeichnung ist 
hierdurch vollkommen gerechtfertigt. 

82. Wir geben jetzt ein Beispiel anderer Art. 

Johann, Peter und Paul sind alle drei im Januar 1900 ge- 
boren. Zwischen den Geburtstagen von Johann und Peter (oder 
kürzer: ssumchen Johann und Peter) liegen 4 Tage Zwischen- 
raum, und zwischen Johann und Paul 12 Tage. Wiemel Tage 
liegen zwischen Peter und Paul? 

Um diese Frage zu beantworten, muß man wissen, ob 
Peter und Paul vor Johann oder mwÄ Johann geboren sind. 
Wenn sie beide vorher oder beide nachher geboren sind, so sind 
ihre Geburtstage durch 12 — 4 = 8 Tage getrennt. Wenn da- 
gegen einer von ihnen vor Johann und der andere nach Johann 
geboren ist, so sind ihre Geburtstage durch 12 -f- 4j= 16 Tage 
getrennt. 

Damit die Aufgabe einen bestimmten Sinn hat, genügt es 
also nicht, die Zeiträume zu kennen, die zwischen den Geburts* 
tagen von Peter und Paul und dem Geburtstag von Johann 
liegen; es ist vielmehr ebenso notwendig zu wissen, ob diese 
Geburtstage vor oder nach dem Geburtstage Johanns liegen. 
Ist Peter 12 Tage naxih Johann geboren, so sagen wir, daß 
zwischen Johann und Peter +12 Tage liegen. Ist dagegen 
Paul 4 Tage vor Johann geboren, so sagen wir, daß zwischen 
Johann und Paul — 4 Tage liegen. 

Wenn also Johann am 15. Januar geboren ist, so ist 
Peter am (15 + 12)ten, d. h. am 27. Januar geboren, und Paul 
am (15 — 4)ten, d. h. am 11. Januar. Peter und Paul sind 
daher durch 16 Tage getrennt. 

83. Wir wollen noch ein Beispiel betrachten. 

Wir befinden uns im Winter. Gestern mittag zeigte das 
Thermometer 2®; heute zeigt es 3^. Ist es heute wärmer als 
gestern? Um dies zu erfahren, müssen wir uns zunächst err 
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kimdigen^ ob das Thermometer gestern und heute über oder 
unter dem Gefrierpunkt, oder, wie man auch sagt, dem Null- 
punkt stand. Wenn es gestern 2^ über und heute 3® unter 
dem Nullpunkt stand, so ist die Temperatur um 5^ gefallen; 
sie hat sich dagegen um einen Grad erhöht, wenn gestern 
2® Wärme und heute 3^ Wärme herrschten. 

Wenn das Thermometer 2® über dem Nullpunkt steht, so ist 
die Temperatur höher als die des gefrierenden Wassers; sie ist 
niedriger als die des geMerenden Wassers, wenn das Thermo- 
meter 3^ unterhalb des Nullpunkts steht. Um eine Ausdrucks- 
weise zu erhalten, die beide Fälle umfaßt, ist es daher zweck- 
mäßig, in dem ersten Falle zu sagen, die Temperatur sei 
-f 2^, und in dem zweiten Falle, sie sei -— 3\ 

IL Addition und Subtraktion der positiven und negativen Zahlen 

84. Wie wir in Kapitel VU sahen, empfiehlt es sich, 
auch die Brüdie als Zahlen zu bezeichnen, weil erstens die 
ganzen Zahlen unter den Brüchen enthalten sind und zweitens 
bei den Brüchen die vier Rechnungsarten des Addierens, Sub- 
trahierens, Multiplizierens und Dividierens so erklärt werden 
können, daß die Lehrsätze, die für ganze Zahlen in den 
Kapiteln 11, III und IV bewiesen wurden, entweder unverändert 
fortbestehen oder sogar eine einfachere Gestalt annehmen; 
während nämlich im Gebiete der ganzen Zahlen die Division 
nicht immer aufging, läßt sie sich im Gebiete der Brüche aus- 
führen, sobald nur der Divisor von NuH verschieden ist. 

Aufgaben aus dem täglichen Leben haben die Veranlassung 
dazu gegeben, den Begriff der Zahl abermals zu erweitem, näm- 
lich die positiven und negativen Zahlen, oder, wie man auch 
sagt, die algebraischen Zahlen einzuführen^). Wie wir zeigen 
werden, lassen sich auch für diese Zahlen die vier elementaren 
Rechnungsarten so erklären, daß die vorher erwähnten Lehr- 
sätze entweder unverändert fortbestehen oder sogar eine ein- 
fachere Gestalt annehmen. Während nämlich früher die Sub- 



1) In der höheren Mathematik hat der Begriff der Zahl noch 
andere Erweiterungen erfahren, und man spricht dort von älgehraisclien 
Zahlen in einem noch weiteren Sinne, als es hier geschieht. 
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traktion von zwei Zahlen nicht immer ausführbar war, hat 
diese Aufgabe jetzt immer eine Lösung; denn eine Differenz 
Ton zwei algebraischen Zahlen läßt sich (Nr. 90) auch als eine 
Swmme von zwei algebraischen Zahlen auffassen. Man ist so 
zu dem Begriff der algebraischen Summe geführt worden, der 
Summe und Differenz im ursprünglichen Sinne der Worte als^ 
besondere FäUe in sich faßt. 

Wir beginnen mit der Addition und der Subtraktion. 

86. Strecken. Wir wollen zunächst das Beispiel be- 
trachten, das wir zuerst behandelten, wo die positiven und 
negativen Zahlen dazu dienen, Längen zu messen, die nach 
entgegengesetzten Bichtimgen gerechnet werden. 

Um ein möglichst einfaches Bild zu haben, denken wir 
uns eine gerade Linie und wählen auf ihr einen Durchlaufungs- 
sinn, den wir die positive Bichtung nennen und durch einen 
Pfeil bezeichnen; die Richtung, die der positiven Richtung^ 
entgegengesetzt ist, heißt die negative Bichtung. Eine solche 
Gerade heißt eine gerichtete Achse oder kürzer eine Achse. 

Man kann sich einen Wanderer denken, der auf der Achse^ 
mit gleichen Schritten fortschreitet, indem er bald vorwärts^ 
bald rückwärts geht, aber immer nach der positiven Bichtung- 

blickt. Um von A nach B za 

, ^ , gelangen (Fig. 1), geht der Wan- 

^ ^ derer vorwärts: um von B nacK 

Fig. 1 j 1 n 

A zu gelangen, müßte er rück- 
wärts gehen. Da der Wanderer gleiche Schritte macht, so 
kann er die Entfernungen durch Abzählen der Schritte messen. 
Ww betrauten die Zahl der Schritte, die er vorwärts macht,, 
als positiv und die Zahl der Schritte, die er rückwärts ifmcht, 
als negativ. Wenn er etwa 50 Schritte braucht, um den Ab- 
stand AB zxx durchlaufen, so sagt man, daß es von A bis Bt 
+ 50 Schritte und von B bis A: — 50 Schritte sind. 

Unter einer Strecke versteht man ein Stück einer Achse 
und richtet dabei seine Aufmerksamkeit auf die Richtung, in der 
das Stück durchlaufen wird. Wenn nämlich der Reisende von A 
nach B geht, so sagen wir, er durchlaufe die Strecke AB'^ wenn 
er von B nach A geht, so sagen wir, er durchlaufe die Strecke 
BA. AB ist hiernach nicht dasselbe wie BA] denn es ist 
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nicht dasselbe y ob ich von Berlin nach Potsdam oder von 
Potsdam nach Berlin gehe. In beiden Fällen durchlaufe ich 
zwar dieselbe Entfernung y die sowohl mit AB als auch mit BA 
bezeichnet werden kann^ aber ich gehe nicht in derselben Bichtung. 
Wenn unser Wanderer + 50 Schritte macht; um die 
Strecke AB za durchlaufen^ schreiben wir: 



AB^ + 50. 
Dagegen muß man schreiben: 



BA 50, 



weil man -^ 50 Schritte machen muß, um die Strecke BA 
zu durchlaufen, d. h. 50 Schritte rückwärts, um von B nach 
A zu gelangen. 

Die Zahlen + 50 und — 50 heißen die algebraischen Maß- 
jsähien oder auch die aUgebraiscJwn Werte der Strecken AB 
und BA. Dabei wird der Schritt des Fußgängers zur Längen- 
einheit genommen. Wohlverstanden könnte man jede andere Ein- 
heit wählen; das wesenüiche ist niMr, daß man genau angibt^ 
welche Einheit man wählt, und daß man diese Einheit im Ver- 
laufe ein und derselben Untersuchung stets beibehält 

Die algebraische Maßzahl einer Strecke häugt nicht allein 
von der gewählten Längeneinheit ab, sondern auch von der 
Richtung, die man auf der Achse als positiv gewählt hat; 
wenn man die Richtung des Pfeils ändert, während die Figur 
im übrigen dieselbe bleibt^ so hat jetzt AB iie Maßzahl — 50, 
dagegen BA die Maßzahl + 50. Es verhält sich also mit der 
positiven Richtung gerade so, wie mit der Längeneinheit; man 
kann sie am Anfang einer Untersuchung willkürlich wählen, 
darf sie aber im Lcmfe der Untersuchung nicht wechseln. Die 
Zahl 50 heißt der absolute Wert der Zahlen + 50 und — 50; 
sie gibt die gemeinsame Länge der Strecken AB und BAy oder, 
wie man auch sagt, den geometrischen Abstand AB oder BA. 
Allgemein bezeichnet man als absohden Wert einer positiven 
oder negativen ZaM die Zahl, die man durch Weglassen des 
Vorzeichens erhält 

86. Zwei Strecken, die auf ein und derselben Achse liegen, 
heißen gleich, wenn sie die gleiche algebraische Maßzahl haben; 
sie müssen also dieselbe Länge und dieselbe Richtung haben. 
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Die Strecken AB und CB sind gleich (Fig. 2); die Strecke 

AB ist jedoch nicht gleich der Strecke 2)C; vielmehr ist diese 

Strecke BC gleich 
' ' ■ ' I — — der Strecke BA. 

p.g 2 Die Strecken 

Z^ und WÄ 
heißen entgegengesetzt; man sagt auch, BC und AB seien ent- 
gegengesetzt, dA BC gleich BA ist. 

Die algebraischen Maßzahlen zweier entgegengesetzter 
Strecken sind zwei Zahlen, die denselben absoluten Wert und 
entgegengesetetes Vorzeichen haben; man sagt bisweilen kürzer, 
aber ungenau, sie seien gleich und von entgegengesetztem Vor- 
zeichen, Ebenso wie die Strecken heißen auch ihre algebra- 
ischen Maßzahlen entgegengesetzt. 

Wir wollen nun annehmen, daß unser Wanderer 5 Schritte 
vorwärts und darauf 2 Schritte rückwärts macht. Er durchläuft 

zuerst (Fig. 3) eine 
1 • • 1 ' 1 — ^ Strecke AB^ + b 

BC^ — 2. Augen- 
scheinlich wäre er in demselben Punkt C angekommen, wenn 
er einfach 3 Schritte vorwärts gemacht, d. h. die Strecke 
-4 C = + 3 durchlaufen hätte. 

Somit kommt es auf eins hinaus, ob ich nacheinander die 
Strecken AB und BC durchlaufe, oder nur die Strecke AC. 
Wir sagen daher, die Strecke A G sei die Summe der Strecken 
AB und BC und schreiben: 



AB + BC^AC. 

Man ersieht hieraus, welcher Unterschied zwischen dem Begriff 
Strecke und dem Begriff Länge besteht. Die Länge AB be- 
trägt 5 Schritte, die Länge BC 2 Schritte; ihre Summe ist 
demnach 7 Schritte; in der Tat macht ein Wanderer, der diese 
beiden Längen nacheinander durchläuft;, im ganzen 7 Schritte 
und nicht 3. Wenn er aber zuerst 5 Schritte vorwärts und 
darauf 2 Schritte rückwärts macht, gelangt er zu demselben 
Punkt, als ob er nur 3 Schritte vorwärts gemacht hätte, und 
bei den StrecTcen befaßt man sich nur mit diesem Endpunkt. 
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Man kümmert sich auch nicht um die Ermüdung des Wanderers^ 
der ebenso gut 1003 Schritte vorwärts und 1000 Schritte rück- 
wärts machen könnte ^ und will einzig und allein wissen^ in 
welchem Punkte er ankommt. 

Der algebraische Wert der Strecke A C, nämlich + 3, 
heißt die Summe der algebraischen Werte der Strecken AB 
imd BCy d. h. von + 5 und — 2. Wir J^önnen also schreiben: 

(+ 5) + (- 2) = + 3. 

Wir erhalten so für einen besonderen Fall die Begd der 
Addition einer positiven und einer negativen Zahl; die Formel^ 
die wir soeben hingeschrieben haben^ bedeutet folgendes: 
5 Schritte vorwärts und darauf 2 Schritte rückwärts gibt 
3 Schritte vorwärts. 

Ebenso könnte man beweisen^ daß man hat: 

(+5) + (+2)- + 7, 
(_5) + (+2) = -3, 
(_5) + (_2) 7. 

Diese Formeln besagen bei dem von uns gewählten Beispiel: 
5 Schritte vorwärts und dann 2 Schritte vorwärts geben 7 
Schritte vorwärts; 5 Schritte rückwärts und dann 2 Schritte 
vorwärts geben 3 Schritte rückwärts; 6 Schritte rückwärts 
und dann 2 Schritte rückwärts geben 7 Schritte rückwärts. 
Hieraus entspringt die Regel: 

Begel 5. Um die Summe zweier Zahlen von gleichem Vor- 
zeichen zu erhalten, addiert man ihre absoluten Werte und 
versieht die Summe mit dem gemeinsamen Vorzeichen. Um die 
Summe zweier Zahlen von entgegengesetztem Vorzeichen zu er- 
hauen, zieht man den Meineren absoluten Wert von dem größeren 
ab und gibt der Differenz das Vorzeichen der Zahl, die den 
größeren absoluten Wert hat. 

Beispiele. Man hat nach dieser Regel: 

(+3) + (-4) = -l, 

(+ 125) + (- 210) 85, 

(- 3250) + (- 3) 3253, 

j(- 1000) + (+ 2) ^ 998, 

|(- 1010) + (+ 2000) - + 990, 
(+ 134) + (- 134) - 0. 
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Wie man sieht, folgt aus der Regel, daß die Summe 
zweier entgegengesetzter Zahlen immer gleich Null ist; da 
«8 nämUch nur auf den Abstand von dem Anfangspunkt an- 
kommt, so bedeutet eine gewisse Anzahl Schritte vorwärts 
und dann dieselbe Anzahl Schritte rückwärts machen dasselbe, 
ikls ob man sich nicht von der Stelle bewegt, als ob man also 
keinen Schritt macht. 

87. Positive nnd negative Zeiten. Ein anderes 
Verfahren, die Regel 5 abzuleiten, besteht darin, daß man die 
positiven und negativen Zahlen, anstatt sie als Maßzahlen von 
Längen anzusehen, als Maßzahlen von Zeiten verwendet. 

Der Zeitraum, der zwei Ereignisse (Zeitpunkte) von- 
einander trennt, hat einen absoluten Wert*, dieser hängt 
von der gewählten Zeiteinheit ab, dem Jahr, dem Tag, 
der Stunde, der Minute, der Sekunde. Wenn ein Ereignis 
15 Minuten nach einem anderen vor sich geht, so sagt man, 
der Zeitraum, der sie trennt, habe den Wert 15, wenn die 
Minute die Einheit ist; er ist ^, wenn es die Stunde ist, und 
900, wenn es die Sekunde ist. Die Einheit kann am Anfang 
der Untersuchung willkürlich gewählt werden, sie muß jedoch 
genau angegeben und im ganzen Verlauf ein und derselben 
Untersuchung beibehalten werden. 

Wenn man nun zwei Ereignisse Ä und B betrachtet 
(wenn zum Beispiel Ä der Zeitpunkt ist, wo meine Taschen- 
lihr Mittag anzeigt, und B der Zeitpunkt, wo die Uhr der 
Sternwarte Mittag anzeigt), so wird man wünschen, nicht nur 
den Zeitraum zu wissen, der sie trennt, sondern auch, welches 
von beiden Ereignissen später eintrat, als das andere. Man 
sagt, der Zeitraum Ä B sei gleich -f- 15; wenn das Ereignis B 
15 Minuten später eintritt als das Ereignis Ä, und er sei 
gleich — 15, wenn das Ereignis B 15 Minuten früher eintritt 
^s ^. Im ersten Falle wird meine Uhr Mittag 15 Minuten 
früher als die Uhr der Sternwarte anzeigen; sie geht eine 
Viertelstunde vor. Im zweiten Falle geht sie 15 Minuten m spät. 
Wenn man drei Ereignisse Ä, By C ins Äuge faßtj so ist 
der Zeitrcmm AG immer gleich der Summe der Zeiträume AB 
tmd BC, vorausgesetzt, daß man diese Summe nach der oben 
•a/usgesprochenen Begd bildet. 
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Es ist sehr leicht, diese Bemerkung zu beweisen. Wenn 

zum Beispiel das Ereignis B 5 Minuten nach A eintritt und 

G 8 Minuten vor 5, so ist G 3 Minuten vor A eingetreten. 

Mithin ist: 

ÄB^ + b, BC 8, ZC = -3, 

und die Gleichung: 

AB+BC^AC 

wird zu: 

5 + (- 8) = - 3, 

genau, wie es der Begel 5 entspricht. Auf dieselbe Art könnte 
man den Beweis in den anderen Fällen führen; die Aufgaben 
enthalten verschiedene Beispiele, die man behandeln sollte, um 
in die Rechenregeln und ihre Beziehungen zu/r WirJdichkeit 
einzudringen. 

88. Soll und Haben. Eine Anwendung der Begel 5 
für das Rechnen mit positiven und negativen Zahlen auf das 
tägliche Leben liefert uns die Betrachtung von Soll und Haben. 
Paul hat auf der Bank ein Guthäben von 1000 (JC. Wenn er 
jetzt 50 cS einzahlt, so beträgt sein Guthaben 50 cS mehr, 
äIso 1050 JC. Wenn er aber 50 c/fC abhebt, hat er 50 c/fC 
weniger, also 950 c/f(. Es ist demnach für Paul zweckmäßig, 
um sein Guthaben bei der Bank zu berechnen, die Einzahlungen 
mit dem Vorzeichen + ^^^ die Auszahlungen mit dem Vor- 
zeichen — zu bezeichnen. Wenn also Paul 50 c/fC von der 
Bank empfängt, so muß er in sein Notizbuch — bO cS 
sehreiben; wenn er 50 «^ auf die Bank bringt, so muß er 
in sein Notizbuch + bO tJC schreiben. Er erhält das Guthaben, 
■das ihm übrig bleibt, indem er aMe diese Zahlen zu seinem ur- 
sprünglichen Gruthaben algebraisch hinzuzählt. 

Beispiel I. Paul hatte ein Guthaben von 1000 jfi. Er hat 
folgende Einzahlungen und Auszahlungen aufgezeichnet: + tZOjH^ 
— 250 o4C, + 70c/fCy — 500 o4C» Welches Guthaben bleibt ihm übrig? 

Antwort. Die Regel gibt: 

(+ 1000) + (+ 120) + (- 250) + 1+ 70) + (- 500); 

•d. h., wenn man nacheinander die angedeuteten Rechnungen 

ausführt: 1000 + 120 = 1120; 1120-250 = 870; 870 + 70 

= 940; 940 - 500 = 440. Es bleibt ihm also ein Guthaben 
von 440 o4t übrig. 

Borel-Stftckel, Die Elemente der Mathematik I 10 
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Beispiel H. Paul hatte ein Guthaben von 1000 cJC. Er 
läßt sich von der Ba/nlc 1250 o4C auszählen. Welches Guihaben 
bleibt ihm? 

Die Anwendung der Additionsregel gibt uns: 

1000 + (- 1250) = - 250. 

Paul hat demnach 250 c/fC mehr auszahlen lassen^ als er gut 
hatte^ er hat also bei der Bank 250 e/^ Schulden. Hierfür 
sagen wir kürzer: sein Guthaben sei: — 250 cJC. 

Beispiel m. Paul schuldete der Bank 250 jti. Er leistet 
eine Einzahlung von 500 tM. Wdches Gruthaben hat er jetzt? 

Antwort. Man hat: 

(^ 250) + (+ 500) = 250. 

Paul hat also ein Guthaben von 250 c/fC. Er hatte 250 c4C 
Schulden; mit den 500«/^, die er einzahlte^ hat er diese 2b0t/fC 
Schulden bezahlen können, und es bleibt ihm ein Guthaben 
von 250 JC. 

Beispiel IV. Paul schuldet der Bank 250 c/fC. Er läßt 
sich 100 jfi auszahlen. Wie steht es mit seinem Soll und Haben? 

Antwort. Wir haben: 

(- 250) + (- 100) = - 350. 

Paul hat demnach das Guthaben — 350 cMy d. h. er schuldet 
350 o4C, Er schuldete 250 jft und hat sich 100 o4C auszahlen 
lassen, seine Schulden sind demnach auf 350 c/fC gewachsen. 

Wir haben uns durch die vorhergehenden Beispiele über- 
zeugt, daß die Regel 5 der Addition der positiven und negativen 
Zahlen immer richtige Ergebnisse liefert, d. h. Ergebnisse, die 
der Wirklichkeit entsprechen. Diese Zahlen liefern uns also 
ein abgekürztes Verfahren, leicht verständliche und allen wohl- 
bekannte Tatsachen sehr einfach darzusteUen. Man darf in 
ihnen nur die Übertragung selbstverstäudlicher Bemerkungen 
auf die Sprache der Algebra erblicken. Wenn man diesen 
Gedanken erfaßt hat, so gewöhnt man sich rasch an diese 
Sprache. Die spätere Beschäftigung mit der Algebra wird 
noch deutlicher zeigen, welche Vorteile ihre Anwendung bietet. 

89. Summe mehrerer algebraischer Zahlen. Wir 
haben schon bei einem Beispiel (Nr. 88) die Summe m>ehrerer 
positiver und negativer Zahlen berechnet: sie ist das Ergebnis^ 
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das man erhält^ wenn man die zweite Zahl zur ersten^ die 
dritte Zahl zu der so erhaltenen Summe ^ die vierte Zahl zu 
dieser neuen Summe usw. addiert. Für solche Summen gilt 
als Verallgemeinerung des Lehrsatzes 1 (Nr. 8) der Lehrsatz: 

Lehrsatz 48. Die Summe mehrerer algebraischer Zahlen 
ändert sich nicfit, wenn man ihre Beihenfolge verändert. 

Man hat zum Beispiel: 

(+ 12) +.(- 5) + (- 18) + (+ 13) - (- 5) + (+ 12) 

+ (+13) + (-18). 

Denken wir uns nämlich^ Paul habe 12 oS von Johann 
und 13 c/^ von Jakob erhalten^ und er habe andererseits für 
5 <JC beim Bäcker und für 18 oS beim Fleischer gekauft. 
Sein endgültiger Eassenbestand ist augenscheinlich derselbe, in 
welcher Reihenfolge er auch die verschiedenen Handlungen 
ausgeführt hat; dieser Eassenbestand besteht übrigens darin, 
daß er 2 c/fC besitzt. 

Ebenso beweist man die folgenden nützlichen Lehrsätze: 

Lehrsatz 40. Man ändert den Wert einer Summe nicht, 
wenn man mehrere der Summanden durch ihre ausgerechnete 
Summ£ ersetzt. 

Lehrsatz 50. Um zu einer Zahl die Summe mehrerer 
anderer zu addieren, braucht man nur die verschiedenen Sum- 
manden nacheinander zu aMieren, 

Lehrsatz 51. Um die Summe mehrerer Zahlen zu be- 
rechneny kann man folgendermaßen vorgehen: die positiven Zahlen 
addieren, die absoluten Werte der negativen Zahlen addieren, 
die kleinere dieser Summen von der größeren subtrahieren und 
dem Ergebnis das Vorzeichen der größeren geben. 

Beispiel I. Es sei die Summe zu berechnen: 

2357 + (- 324) + 325 + (- 1024) + 1004. 

Nun ist: 

-324 + 325 = 1, 

- 1024 + 1004 20; 

man hat also zu berechnen: 

2357 + 1-20 = 2338. 



10 
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Beispiel n. £s sei zu berechnen: 

234 + (- 27) + 3 + (- 33) + 3 + (- 300). 
Man schreibt nach Lehrsatz 51: 

234 + 3 + 3 - 240, 

27 + 33 + 300 = 360, 

360 - 240 = 120, 

Die Summe ist gleich — 120. 

In diesen Beispielen sind der Einfachheit wegen bei der 
Addition positiver Zahlen die Klammem und das Vorzeichen 
weggelassen worden. 

90. Subtraktioii. Die Subtraktion wird auch bei den 
algebraischen Zahlen als Umkehrung der Addition erklärt. 

Erklärung. Eine Zahl von einer anderen subtrahierenj heißt 
eine dritte finden^ die zu der ersten addierty die zweite ergibt 

Wenn man zum Beispiel 3 von 5 abzieht, so erhält man 2; 
denn 2 + 3 ist 5; wenn man — 3 von 5 subtrahiert, findet man 8; 
denn 8 + (— 3) ist 5; wenn man 5 von —3 subtrahiert, findet 
man — 8, denn —8 + 5 ist — 3. 

Lehrsatz 52. Um eine algdyraische Zahl zu subtrahieren, 
braucht man mir die entgegengesetzte Zahl zu addieren. Um 3 
abzuziehen, muß man also (— 3) addieren; um — 3 zu sub- 
trahieren, braucht man nur 3 hinzuzufügen. 

Somit läßt sich die Subtraktion auf die Addition zurück- 
fuhren, und die Begriffe Summe und Differenz lassen sich in 
den umfassenderen Begriff der algebraischen Summe vereinigen. 
Es sei zum Beispiel zu berechnen: 

4 - (- 5) + (- 7) - (+ 4) - (- 3) + 12. 

Schreibt man hierfür die algebraische Summe: 

4 + 5 + (- 7) + (- 4) + 3 + 12, 

80 hat man nur noch Additionen auszuführen. Die Lehrsätze, 
die wir fiir aufeinanderfolgende Additionen bewiesen haben, 
lassen sich also auch auf die Subtraktion anwenden. Insbesondere 
wird das Ergebnis nicht geändert, wenn man die Beihenfolge der 
Bechnungen ändert; man hat also zum Beispiel: 

4- (-3) -(-5) + (-7). 4 + (-7) -(-3) -(-5). 
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Man erhält so den folgenden Lehrsatz^ der genau über- 
einstimmt mit den Lehrsätzen 3 und 4 in Nr. 11^ der jedoch 
eine allgemeinere Bedeutung hat^ da er auch für negative 
Zahlen gilt: 

Lehrsatz 58. Jim zu einer Zahl die Differenz zweier an- 
deren zu addieren, hraucht man war den Minuendus zu addieren 
und den Subtrahendus zu subtrahieren. Um von einer Zahl die 
Differenz zweier anderen zu suhträhiereny braucht man nur den 
Minuendus zu suhirdhieren und den Subtrahendus zu addieren. 

Die vorhergehenden Lehrsätze führen zu einer wichtigen 
Regel für das praktische Rechnen mit positiven und negativen 
Zahlen: 

Regel 6. Steht vor einer Klammer ein Pluszeichen^ so darf 
man die Klammer weglassen. Steht vor einer Klammer ein 
Minuszeichen, so darf man sie nur weglassen, nachdem man hei 
jedem Gliede der im Innern stehenden algebraischen Summe das 
Vorzeichen in das entgegengesetzte verwandelt hat. 

Beispiel. Den Ausdruck zu berechnen: 

2 - 3 + (a - 6 - 5) - (c - a), 
worin gesetzt werde: 

a = -5, 6 = — 3, c«2. 
Man erhält: 

2_3-5 + 3-5-2-5 = -15. 

Bemerkung Aber die Berechnung algebraischer 
Ausdrücke. Wie das Beispiel zeigt, kann es vorkommen, daß 
ein Buchstabe, etwa a, eine negative Zahl bezeichnet, wie — 5. 
Dann bedeutet das Zeichen — a, daß man ~5 subtrahieren, 
d. h. +5 addieren soll; es ist also — a = + 5. Allgemein 
bezeichnet —a immer die der Zahl a entgegengesetzte Zahl 
Man kommt so bisweilen dazu, mehr als zwei Minuszeichen 
hintereinanderzusetzen. Die vorhergehenden Erklärungen zeigen, 
daß man zwei hintereinanderstehende Minuszeichen weglassen 
oder, was auf dasselbe hinauskommt, durch das Vorzeichen -f- 
ersetzen kann. Wenn also a == — 5 ist, so ist — a == — (— 5), 
d. h. = + 5. Soll man ferner — a subtrahieren, so kommt 
dies darauf hinaus, daß man a addieren, d. h. 5 abziehen soll. 
Li diesem Falle haben wir also drei hintereinanderstehende Minus- 
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zeichen; weil man aber zwei von ihnen unterdrücken darf, so 
bleibt nur eins übrig. 

Beispiel L Den Ausdruck eu berechnen: 

worin gesetzt werde: 

a = 10, l 4, c = 3, d 7. 

Man erlmlt: 

10 + 4 + a + 7 =» 24 

Beispiel II. Ben Ausdruck eu berechnen: 
_a-(-6) + (-c)-(-rf), 
worin man annimmt: 

a^4:, b 6, c 3, rf-7. 

Man erhält: 

_4_-6 + 3 + 7=«0. 

91. Wir wollen jetzt einige Aufgaben aus dem taglichen 
Leben betrachten, bei denen die in Nr. 89 und 90 entwickelten 
Lehrsätze und Regeln Anwendung finden. 

Aufgabe I. Am ersten Ja/nuo/r schuldete Peter dem Johann 
50 c/fC, am 6. hat Johann 40 jfC von Peter erhalten, am 12. 
hat Peter dem Johann für 28 c/fC Waren geliefert, am 15. hat 
Johann den Peter beauftrag, für ihn 33 tAC an Paul zu be- 
zaMcHy am 18. hat Peter 60 jfC von Johann gdiehen, am 22. 
hat Johann 100 <M von Peter erhalten. Wie muß ihre Schluß- 
cibrechnung geregelt werden? 

Wir woUen die Schulden Peters gegen Johann als positiv 
ansehen. Dann vermehren die Summen, die Johann dem Peter 
überläßt, diese Schulden, sie sind also positiv zu rechnen, da- 
gegen sind die Summen, die Peter dem Johann übergibt, 
negativ zu nehmen, da sie diese Schulden vermindern. Wir 
können daher folgende Aufstellung machen: 

Am 1. Januar + 50 

„ 6. „ -40 

„ 12. „ — 28 

„ 15. „ — 33 



77 



18. „ + 60 



„ 22. „ -100. 
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Man erhält also: 

+ 50 - 40 ~ 28 - 33 + 60 - 100 ^ 91. 

Das Ergebnis ist — 91 c/^. Demnach schuldet Johann Ende 
Januar dem Peter 91 cM. 

Anmerkung, um Aufgaben dieser Art zu lösen^ wenden 
die Eaufleute gewöhnlich ein Verfahren an^ das aus dem 
Lehrsatze 51 (Nr. 89) hervorgeht, d. h. sie schreiben die 
positiven und die negativen Zahlen, die sie Soll und Haben 
nennen, in zwei verschiedene Spalten. Man hat dann nur 
die beiden Spalten getrennt zusammenzuzählen, das kleinere Er- 
gebnis von dem größeren abzuziehen, und der Differenz das Vor- 
zeichen des größeren Ergebnisses zu geben, d. h. die Bezeich- 
nung der Spalte, die es geliefert hat. 

Aufgabe II. Ein Bergsteiger bricht von einem Punkte auf, 
dessen Höhe 320 m beträgt Er steigt auf der Eisenbahn 50 m, 
zu Wagen 200 w, zu Fuß 2320 m empor, steigt datm wieder 
zu Fuß 2240 m abwärts, fährt zu Wagen 50 m hoher und be- 
gibt sich schließlich auf der Eisenbahn 412 m tiefer. In welcher ' 
Höhe beendet er sich schließlich? 

Wir woUen die zurückgelegten Meter beim Aufstieg als 
positiv, beim Abstieg als negativ ansehen und erhalten so: 

320 -f 50 -f 200 -f 2320 - 2240 -f- 50 - 412 = 288. 

Die gesuchte Höhe ist 288 m. 

Aufgabe m. Zwei Beisende befinden sich auf der Strecke 
von Hamburg nach Frankfu/rt a, M, Der erste ist 25 km näher 
an Hamburg als der zweite. Der erste macht 20 km in der 
Richtung nach Frankfurt und der zweite 15 km in der Richtung 
nach Hamburg, Welcher Abstand trennt sie schließlich? 

Wir woUen als positive Richtung die von Hambui^ nach 
Frankfurt ansehen. Femer soll unter dem Abstand des ersten 
Beisenden von dem zweiten der mit dem richtigen Vorzeichen 
versehene Weg verstanden werden, den der erste Reisende 
zurücklegen muß, um den zweiten einzuholen. Dieser Abstand 
ist hier 4-25, da der erste Reisende, um den zweiten ein- 
zuholen, 25 km in der Richtung von Hamburg nach Frankfurt 
zurücklegen muß. Wenn der erste Reisende einen gewissen 
Weg zurücklegt, so wird der Abstand um die Länge dieses 
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Weges verringert; wenn er nämlich + 3 durchläuft^ so heißt 
dies^ daß er 3 km in der Richtung nach Frankfurt zurücklegt^ 
und der Abstand wird alsdann 25 — 3 = 22 km; wenn er da- 
gegen — 3 zurücklegt; d. h. 3 km in der Richtung nach Ham- 
burg macht, so wird der Abstand 25 — (— 3) — 28 km. Da- 
gegen ist der Weg, den der zweite Reisende zurücklegt^ dem 
Abstände hinzuzufügen; dieser wird vermehrt, wenn der 
Weg positiv ist, und vermindert, wenn er negativ ist. 

Nun durchläuft der erste Reisende -}- 20 km und der 
zweite — 15 km. Folglich ist ihr Abstand in Kilometern 

schließlich: 

25 - 20 + (- 15) 10. 

Mithin lautet die Antwort: Der gesuchte Abstand ist 10 Icnty 
und außerdem weiß man, daß der zweite Beisende sich näher 
bei Hamhu/rg befindet als der erste, 

Aufgabe IV. Die Reisenden mögen sich da befinden, wo- 
hin sie bei der vorhergehenden Aufgäbe wirklich gelangt waren. 
Nimmehr mache der erste 12 hm in der Richtung nach Harn- 
bürg und der zweite 3 hm in der Richtung nach Frankfurt, Wo 
befinden sie sich jetzt? 

Wenn man die Festsetzungen für die Vorzeichen von der 
vorhergehenden Aufgabe beibehält, erkennt man, daß ihr Ab- 
stand zuerst — 10 km ist, daß der erste — 12 km und der zweite 
-|- 3 km zurücklegt, Ihr Abstand in Kilometern wird also: 

- 10 - (- 12) + 3 = 5. 

Der Abstand ist schließlich 5 Jcm, und jetzt befindet sich der 
erste Reisende naher an Hamburg. 

92. Es empfiehlt sich, jetzt die Aufgaben 162 bis 167 
am Schluß dieses Kapitels zuerst nach den Regeln der Algebra 
zu lösen, dann aber auch, indem man sich auf den „ge- 
sunden Menschenverstand" beruft. Man wird sich überzeugen, 
daß man nicht nur dieselben Ergebnisse erhält, sondern 
daß man auch dieselben Rechnungen auszuführen Juxt, Der 
Leser erwirbt sich auf diese Art ein immer größeres Ver- 
trauen zu dem Rüstzeug der Algebra. Es kommt wesentlich 
darauf an, daß dieses Vertrauen die Frucht der eigenen Er^ 
fahrung ist. übrigens braucht sich der Anfänger nicht zu 
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verwundem, wenn für ilm bei diesen einfachen Aufgaben die 
Lösung durch die Algebra länger und schwieriger ist, als die 
Lösung durch den ^^gesunden Menschenverstand^^ Man muß 
nämlich mit Beispielen beginnen, bei denen es sich so ver- 
hält, und kann erst später mittels der Algebra schwierigere 
Aufgaben lösen, bei denen die unmittelbare Überlegung ver- 
wickelter wäre. Bevor man jedoch diese unmittelbare Über- 
legung beiseite läßt, muß man sich überzeugt haben, daß sie 
vollkommen gleichbedeutend mit den algebraischen Formeln und 
Zeichen ist, durch die man sie ersetzt. 

IIL Multiplikation und Division der positiven und negativen 

Zahlen 

93. Wir hatten die Multiplikation der ganzen Zahlen als 
eine abgekürzte Addition erklärt, bei der die Summanden alle 
einander gleich sind (Nr. 14). Auf dieselbe Art ließ sich später 
(Nr. 53) die Multiplikation eines Bruches mit einer ganzen Zahl 
erklären, während wir bei dem Produkt einer ganzen Zahl mit 
einem Bruch die Forderung der Vertauschbarkeit des Multiplikators 
und Multiplikandus zu Hilfe nehmen mußten (Nr, 59). Dieses 
Verfahren versagte jedoch bei einem Produkt von zwei Brüchen, 
und wir gelangten hier zu einer Erklärung der Multiplikation^ 
indem wir eine Aufgabe aus dem täglichen Leben betrachteten. 

Ahnlich verhält es sich mit der Multiplikation der alge- 
hraischen Zahlen, Nach der ursprünglichen Erklärung der 
Multiplikation ist zunächst 

3 . (- 5) = (~ 5) + (- 5) -h (- 5) = - 15 . 

Aus der Forderung der Vertauschbarkeit folgt, daß auch 

(- 5) . 3 ^ 15 

zu setzen ist. Dagegen bedarf das Produkt von zwei negativen 
Zahlen einer neuen Erklärung. Beispiele aus dem täglichen 
Leben, auf die wir in dem folgenden Kapitel (Nr. 107) aus- 
führlich eingehen werden, haben zu der Erklärung geführt: 

Erklärung. Unter dem FroduM zweier negativer Zahlen 
versteht man das FroduM der absoluten Werte der beiden Faktoren. 

Nach der Erklärung ist also: 

(_3).(-5)- + 15. 
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94. Produkt mehrerer Faktoren. Das Produkt 
mehrerer Faktoren wird erklärt als das Ergebnis, das man er- 
hält, wenn man den ersten mit dem zweiten; das erhaltene 
Produkt mit dem dritten, das erhaltene Produkt mit dem 
vierten usw. multipliziert. 

Es sei zum Beispiel das Produkt vorgelegt: 

(_- 2) . 4 . (- 5) . 6 . (- 3) . 2. 

Man hat nach der Erklärung: 

(_ 2) . 4 8, (- 8) . (- 5) = 40, 40 . 6 - 240, 

240 . (- 3) = - 720, (- 720) • 2 = - 1440. 

Das betrachtete Produkt ist also gleich —1440. 

Vorzeichen des Produktes mehrerer Faktoren. 

Wenn man nach den früheren Erklärungen das Produkt meh- 
rerer Faktoren ausrechnet, so erkennt man, daß jeder negative 
Faktor einen Vorzeichenwechsel zur Folge hat, während ein 
positiver Faktor keinen solchen hervorruft. Man schließt daraus, 
daß das Vorsfeichen des Produkts nur von der Anzahl der nega- 
tiven Faktoren abhängt; wenn diese Anzahl gerade ist, so ist 
(Nr. 45) das Produkt positiv, wenn sie ungerade ist, so ist das 
Produkt negativ. 

Lehrsatz 54. Der Weti eines Produktes von mehreren Faktoren 
ändert sich nicht, wenn man die Beihenfolge der Faktoren ver- 
tauscht. Um zu beweisen, daß der Wert des Produkts sich 
nicht ändert, braucht man nur zu zeigen, daß der absolute Wert 
derselbe bleibt und daß auch das Vorzeichen dasselbe bleibt. 
Nun ist aber der absolute Wert des Produkts gleich dem Pro- 
dukt der absoluten Werte der Faktoren. Nach dem Lehr- 
satz 13 aus der Arithmetik ist dieser Wert von der Reihen- 
folge der Faktoren unabhängig. Was ferner das Vorzeichen 
anbelangt, so hängt es nur von der Anzahl der negativen 
Faktoren ab. 

Ebenso kann man den folgenden Lehrsatz beweisen: 

Lehrsatz 55. In einem Produkt von mehreren Faktoren kann 

man, ohne den Wert des Endprodukts zu verändern, zwei oder 

mehrere Faktaren durch ihr ausgerechnetes Produkt ersetzen, oder 

umgekehrt einen Faktor in ein Produkt zerlegen, das ihm gleich ist 
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95. Lehrsatz 56. Um eine Summe mit einer Zahl zu multi- 
plizieren, braucht man nu/r die Summanden mit dieser Zahl zu 
muMiplizieren und die erhaltenen Ergebnisse zu addieren. 

Wir beschränken uns darauf, die Richtigkeit dieses Lehr- 
satzes durch Beispiele nachzuweisen: 
Beispiel I. Es ist: 

[2 + (- 3) + (- 4) + 17] . 10 

= 2 . 10 + (- 3) . 10 + (- 4) . 10 + 17 . 10. 

Denn man hat: 

2.10-20, (-3). 10^ 30, (-4). 10 «-40, 

17.10-170 
und: 

20 + (- 30) + (- 40) + 170 - 120 = 12 . 10 

= [2 + (- 3) + (- 4) + 17] . 10. 

Beispiel n. Es ist 

[2 + (-5) + (-7) + 4].(-10) 

= 2 . (- 10) + (- 5) . (- 10) + (- 7) . (- 10) + 4 . (- 10). 

Denn man hat: 

2. (-10) 20, (- 5) . (- 10) - 50, (- 7) • (- 10) = 70, 

4 . (- 10) 40, 

und: 

- 20 + 50 + 70 - 40 - 60 = (- 6) • (- 10) 

= [2 + (- 5) + (- 7) + 4] . (- 10). 

Man erhält daher dasselbe Ergebnis, ob man zuerst die 
Summe ausrechnet und dann die Multiplikation ausführt, oder 
ob man zuerst jeden Summanden multipliziert und dann die 
erhaltenen Produkte addiert. 

96. Division. Auch bei den algebraischen Zahlen wird 
die Division als Umkehrung der Multiplikation erklärt. 

Erklärrmg. Eine Zahl, Dividendus, durch eine andere, 
Divisor, dividieren, heißt eine dritte finden, deren Produkt mit 
dem Divisor gleich dem Dividendus ist. 

Beispiele: 

(_12):(-4). + 3, 

(- 30) : 6 5, 

30 : (- 6) ^ 5. 
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Der Quotient zweier Zahlen hat also zum absoluten Wert 
den Quotienten ihrer absoluten Werte und ist außerdem positiv 
oder negativ^ je nachdem diese beiden Zahlen dasselbe oder 
entgegengesetzte Vorzeichen haben. 

97. Algebraische Brfiohe. Erklärung/ Der Qmtient 
von zwei cdgebraischen Zählen heißt ein algebraischer Bruch. 

Algebraische Brüche sind also z. B. die Quotienten: 

— 3 --6 J,2 

Nach der Erklärung der Division lassen sie sich auch in der 
Form algebraischer Zahlen schreiben: 

Es ist für die Praxis des algebraischen Rechnens nützlich, 
gewisse Regeln zu kennen, nach denen man mit solchen Brüchen 
rechnet. Man darf dabei voraussetzen, daß der Nenner des 
Bruches eine ganze Zahl ist. Hierin liegt keine Einschränkung^ 
denn es gilt der Lehrsatz: 

Lehrsatz 57. Der Wert eines algebraischen Brmhes ändert 
sich nichty wenn man Zähler und Nenner mit ein und derselben 
algebraischen Zähl multipliziert oder dividiert (Erweitem, Kürzen). 

Zum Beispiel ist: 

— 0,6 _ _6 6^ 

Zähler und Nenner des ersten Bruches sind hier mit — 10 mul- 
tipliziert worden. Ebenso ist: 

-i2_ , A. 

— 1,0 "" ^ 6 ' 

hier ist durch — 0,2 gekürzt worden. 

Addition algebraischer Brüche. Aus dem vorher- 
gehenden Lehrsatze folgt, daß man nach denselben Regeln wie 
beim Rechnen mit positiven Zahlen (Rechenregeln 27, 28, 29) 
auch algebraische Brüche auf denselben Nenner bringen kann, 
und hieraus folgt weiter, daß man sich bei der Untersuchung 
der Addition und der Subtraktion auf Brüche beschränken 
darf, die denselben Nenner haben. 

Hegel 7. Man erhalt die Summe oder Differenz von 
mehreren algebraischen Brüchen, die denselben Nenner haben. 
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indem man die Zähler addiert oder subtrahiert tmd dem Er- 
gebnisse den gemeinsamen Nenner gibt 

98. Koltiplikation der algebralsohen Brüche. 

Hegel 8. Das Produkt zweier algebraischere Brüche ist ein 
Bruch, der eum Zähler das Produkt der Zähler und zum Nenner 
das Produkt der Nenner hat 

Beispiele: 

3 6 _ 15 _3_ --5 — 15 3 — J5 —15 

ITi * 11% "" 24 ^ ^^ ' ~6~ "" —24 ' ^^^4 * ^^6 "* 24 * 

Beweis der Begel. Nach der Erklärung der Multipli- 
kation ist der absolute Wert des Produkts gleich dem Produkt 
der absoluten Werte der Paktoren. Diesen absoluten Wert 
erhält man aber, wenn man die angegebene Regel 8 befolgt. 
Man hat daher nur noch zu zeigen, daß auch das erhaltene Vor- 
zeichen richtig ist. Dies beweist man, indem man nacheinander 
alle möglichen Fälle untersucht; zum Beispiel sind bei dem 
ersten Beispiel die beiden Faktoren negativ und das Produkt 
ist positiv, wie es der Fall sein muß, usw. 

Division der algebraischen Brüche. Erklärung. Zwei 
algebraische Zahlen heißen reziprok, wenn ihr Produkt gleich 
1 ist. Alsdann gilt die Regel: 

Hegel 0. Man erhalt den Quotienten zweier algebraischen 
Brüche j indem ma/n für den Divisor die reziproke Zahl bildet 
und damit den Dividendus multipliziert. 

Beispiele: 

^ —6 J^ —6 _ —18 3 5 ^ —6 _ —18 

T • ^^ "^ T * ^^ ■" —20' ^^ • ^^ ~ ^^ ' ~6 —20' 

— 8 , _6 —3 — ^ _ 18 

— 4 • — 6 ^ ^^ * "6 *" — 20 ' 

Aufgaben zu Kapitel XI 

162. Auf der Linie Hamburg-Frankfiirt a. M.-Basel liegen zwischen 
Frankfurt iind Hamburg folgende größere Städte: Gießen 66 km von 
Frankfurt, Marburg 96 km von Frankfurt, Gassel 200 km von Frankfurt, 
Gtöttingen 268 km von Frankfurt, Hannover 359 km von Frankfurt, Lüne- 
burg 491 km von Frankfurt; zwischen Frankfurt und Basel: Darm- 
stadt 27 km von Frankfurt, Heidelberg 88 km von Frankfurt, Karlsruhe 
143 km von Frankfurt, Freiburg 278 km von Frankfurt. Berechne die 
Entfernungen von Marburg bis Göttingen, von Cassel bis Heidelberg, 
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von Lüneburg bis Hannover, von Gassel bis Gießen^ von Freiburg bis 
Darmstadt, von Hannover bis Earlsrube. 

163. Johann ist 8 Monate 6 Tage älter als Jakob, und 6 Monate 
6 Tage jünger als Peter. Welcher Altersunterschied besteht zwischen 
Peter und Jakob? 

164. Man betrachte 4 Punkte J, B,G, B auf einer Achse (Nr. 85). Die 
Längeneinheit sei das Zentimeter, und es sei die Strecke AB gleich -{- 7, 
die Strecke BC gleich — 4, die Strecke CD gleich +13. Berechne die 
Strecken AC, AB, BB. Zeichne die Figur. 

166. Gegeben seien 4 Punkte A, B, C, B auf einer Achse (Nr. 85). Die 
Längeneinheit sei das Millimeter, und es sei die Strecke BA gleich -\- 8, 
die Strecke BC gleich —18 und die Strecke AB gleich +35. Be- 
rechne die Strecken AC, BB, CB. Zeichne die Figur. 

166. Bei einem Radrennen ist Peter 2 Min. 13 Sek. nach Johann 
und 15 Min. 56 Sek. vor Jakob angekommen. Welcher Zeitraum trennt 
die Ankunft Johanns von der Ankunft Jakobs? * 

167. Die Taschenuhr Peters geht gegen die Stadtuhr 3 Min. nach, 
und diese geht 8 Min. gegen die Bahnuhr vor. Um wieviel Minuten 
unterscheidet sich die Taschenuhr Peters von der Bahnuhr? 

168. Führe folgende Rechnungen aus: 

4-(-5) + 7, 

3__6 + 2 — 12, 

(_6)~3^(-15) + (-2). 

169. Führe folgende Rechnungen aus: 

3-|.4_6 — 2 — 7 + 8 — 4, 

3 + 2 — 5—7 — 9 + 14, 

3 __ (2 — 5) — (6 — 3 — 9) + (3 — 6 — 4), 

3__6 — 2 — (3 — 9 — 4— 12). 

170. Führe folgende Rechnungen aus: 

3_4__6 — 2 + 3, 

4_-5_6 — 7 — 8 — 9 + 17 — 4 + 35, 

3,012 — 2,014 + 4,345 — 2,375, 

y 4 "^y 8 * 

171. Berechne den Wert von x aus der Formel in der Aufgabe 124 
unter der Annahme: 

a = — 3, 6 = — 2, c = — 17. 

172. Berechne den Wert von y aus der Formel in der Aufgabe 139 
unter der Annahme: 

a== — 3, 6« — 6, c = — 32. 

173. Dieselbe Aufgabe unter der Annahme: 

2^5 3 
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174. Berechne den Wert von z in der Aufgabe 127 unter der An- 
nahme : 

a = — 3,2, & = 8,4, c=— 3,5, d = — 34. 

175. Führe folgende Rechnungen aus: 

3,125 — 4,376 + 2,6, 
3,15 — (3,6 — 8,136 — 4,6 -f 3) + (— 3,36), 
4,15 — (— 8,76 — 3 — 2,6) + (— 3 + 4,62). 

176. Ein Kaufmann findet, daß er verschiedenen Fabriken folgende 
Summen schuldet: 323,50 JC^ 312,36 JC^ 402,76 JC. Andrerseits schulden 
ihm verschiedene Kunden: 300 Ji^ 250 JC^ 477,46 Ji. Er hat bar in seiner 
Kasse: 1000 JL. Wieviel besitzt er, nachdem alle seine Rechnungen er- 
ledigt sind? 

177. Ein Kaufmann schuldet verschiedenen Banken 8640 «y^, 2350 «>^, 
4600 oK. Verschiedene Kunden schulden ihm 2000 JC^ 3000 JC^ 1600 Ji. 
In seiner Kasse hat er 492,76 JC. Welches ist seine Vermögenslage? 

178. Führe folgende Rechnungen aus: 

32. (—15), 

4 (-5). 2. (-3). (-6), 

2,6. (-3,4). (-1,2), 

— 16 . (— 3,4^ . (— 1). 

179. Führe folgende Rechnungen aus: 

(3 _ 4 - 5) 6 + (2 - 6 -f 7) • (- 9) , 
(8 — 4 _- 6) . (__ 2) + (6 — 8) . (— 12). 

180. Ein Kaufmann hat 10000 JC in der Kasse. Er hat 146 Ballen 
einer gewissen Ware, das Stück zu 18 JC^ zu bezahlen und den Preis von 
112 Ballen einer anderen Ware, das Stück zu 16 Ui^, zu erhalten. Wie 
ändert sich sein Kassenbestand? 

181. Führe die folgenden Divisionen aus: 



4: 


(-3), 


42,6 


^(-3,4), 


— 3,5. 


:0,7, 


-4,5 


;(-0,9), 


3: 


;(-l). 


olgenden Multiplikationen 


— 3 5 


4 6' 


— 6 —4 
~7 2~ ' 


6 3 


7 6—8 



2 —8 —4 —2 
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183. 


Fiihre die folgenden Divisionen aus: 




3 —6 
4*6' 




3 —2 




4 • 6' 




— 2 —3 




3 ^6 • 



184. Führe die folgenden Rechnungen aus: 

— 2 ...... —3 



(2 + ^-6):-/ + (3 + 6) 



[(3- + 4) = El+(-3-|-)-^] 



4 ' 
— 21—1 



2 

185. Berechne den Wert des Ausdruckes: 

a(6V'— c'h") + a{b"c - c'h) + a\hc' — ch') 

unter der Annahme: 

a = l, a = — 1, a =1, 

&=1, &'=-2, 6"= 4, 

<^-l, c~ 2^ ^2 

186. Berechne den Wert von x aus der Formel: 

^"y^« + &«+"^ya'» + &'» + c^ 
unter der Annahme: 

«-y, & = - — , c = l, 

a'==_A, ö'=-3, c'=-l. 

187. Löse die Aufgabe 154 unter der Annahme: 

Wo = — 1, Wi = — 2. 

188. Löse die Aufgabe 155 unter der Annahme: 

1 

<*o = — yi Wi = l. 

■ 

189. Löse die Aufgabe 156 unter der Annahme: 

Wo = — 1, t*i = l, t*, = — 2,5. 
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Anwendungen der positiven und negativen 
Zahlen; gleichförmige Bewegung 

I. Bestimmimg; eines Punktes anf einer Achse nnd eines 

Ereig^ses in der Zeit 

98. Bestimmiing eines Punktes auf einer Achse. 

unter einer Achse verstanden wir eine gerade Linie, auf der 
man eine positive Richtung festgesetzt hat, während die ent- 
gegengesetzte Richtung negativ hieß (Nr. 85). Ist eine Achse 
gegeben und kennt man die Lage eines Punktes A auf ihr, so 
braucht man, um die Lage eines anderen Punktes B auf ihr zu er- 
mittehi, nur die Längeneinheit und den algebraischen Wert der 
Strecke AB zw. kennen. Kennt man aber die beiden Punkte 
A und B, so hat man, um die Lage eines dritten Punktes C auf 
der Achse zu bestimmen, zwei Möglichkeiten-, man kann nämlich 
entweder AG oder BG angeben. Sieht man jetzt die Punkte A, 
B und G als bekannt an, so gibt es drei Möglichkeiten, die Lage 
von D zu bestimmen, je nachdem man dazu A, B oder G benutzt. 

Zum Beispiel sind in 
— der Figur 4 nacheinander 



"I— »« 



* „•*, ^ ^ die Punkte B, C, D be- 

Fig. 4 ^ . 

stimmt worden, indem man 
den Punkt A als bekannt annahm und darauf die folgenden 
Strecken zeichnete: 



AB^5, BG^3, GD^^b. 

Es ist aber sehr umständlich, daß man bei dem hier an- 
gewandten Verfahren zur Ermittelung der gegenseitigen Lage 
der Punkte J. imd D erst eine Rechnung anstellen muß; denn 
um von A nach D zu gelangen, muß man durch die Zwischen- 
pmihte B und G hindurchgehen. Um diesen Übelstand zu ver- 
meiden, verfährt man besser so, daß man hei jedem Punkte 

Borel-Stftckel, Die Elemente der Mathematik I 11 
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seine Lage in heeug cmf einen bestimmten festen Punkt angibt 
Man nennt diesen Punkt den Anfangspunkt und bezeichnet ihn 
gewöhnlich mit dem Buchstaben (origo = Anfangs Ursprung). 
Nach den Festsetzungen in Nr. 85, 86 wird dann die Lage 
des Punktes A in bezug auf den Punkt durch den algebrai- 
schen Wert der Strecke OA bestimmt. Man sagt auch, dies sei 
die Abszisse des Punktes A, und nennt daher den Punkt auch 
genauer den Anfangspunkt der Abszissen. 

So ist in der Figur 5 die Abszisse des Punktes A gleich 3 

^ und die Abszisse des 

1 1 1 I ■■< — -^ — . __-. Punktes B gleich 

-p. g — 2; man sieht das 

sofort, weil auf der 
Achse Striche angebracht sind, die voneinander um je eine 
Längeneinheit abstehen (Skala). Zusammenfassend können wir 
also sagen: 

Erklärung. Ist eine Achsey ein fester Punkt auf dieser 
Achse und eine Längeneinheit gegd)en, so ist die Abszisse eines 
Punktes A der Achse der algebraische Wert der Strecke OA, 

100. ▼erftndenmgen der Abszisse. Wenn sich der 
Punkt A auf der Achse bewegt, während der Anfangspunkt O 
seine Lage beibehält, so ändert sich seine Abszisse. Jeder 
positiven oder negativen Zahl entspricht ein und nur ein 
Punkt Ay dessen Abszisse dieser Zahl gleich ist. 

Wir wollen die Veränderungen der Abszisse untersuchen, 
wenn der Punkt A von einem in der negativen Richtung sehr 
weit entfernten Punkt ausgehend sich beständig in der positiven 
Richtung bewegt und nacheinander die Lagen A^^, A^, A^^ 

^ A^j A^fA^ ein- 

_ 1 I I I ^ i ^ nimmt (Fig. 6). 

''' ^' X^6 ""* '^^ ''" Di^ Abszisse 

des Punktes A^ 
ist gleich dem algebraischen Wert der Strecke OÄ^, Sie ist also 
eine negative Zahl, deren absoluter Wert die Länge OA^ ist. 
Dieser absolute Wert ist um so größer, je weiter A^ von dem 
Punkte entfernt ist. Wenn nun der bewegliche Punkt nach A^ 
und darauf nach A^ gelangt, so wird die Abszisse negativ bleiben^ 
aber ihr absoluter Wert kleiner und kleiner werden. Er wird 
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Null, wenn der Punkt Ä mit dem Punkt zusammenfällt. 
Setzt der Punkt A seine Bewegung in derselben Richtung fort, 
so wird die Abszisse positiv. Sie ist zunächst sehr klein, wird 
aber größer und größer (Lagen A^j A^j A^, 

Brklänmg. Eine cUgdyraische Zahl a heißt größer als eine 
algebraische Zahl b, wenn die Differenz a — b positiv istj tmd 
Meiner ais eine algebraische Zahl c, wenn die Differenz a — c 
negativ ist. 

Man schreibt auch in diesem Falle (vgl. Nr. 7): 

a>b] a<c. 
Zum Beispiel ist: 

7>4; 4<7; 

denn 7—4 ist eine positive Zahl. Ebenso ist: 

7>-4; -4<7; 
denn 7 — (— 4) — 11 ist eine positive Zahl. Endlich ist: 

~4>-7; ^7<-4; 

denn (— 4) — (— 7) — — 4 + 7 — 3 ist eine positive Zahl. 

Wenn also a positiv und b negativ ist, so ist immer 
a > &. Wenn aber a imd b beide negativ sind, so ist dann 
und nur dann a > 6, wenn der absolute Wert von a kleiner 
ist als der absolute Wert von 6. 

Eine algebraische Zahl heißt ein echter Bruch, wenn sie 
gleichzeitig größer als — 1 tmd kleiner als + 1 ist; sie heißt ein 
unechter Bruch, wenn sie kleiner als — 1 oder größer als + 1 ist. 

Die Darstellung einer Zahl durch den Punkt, dessen Ab- 
szisse gleich dieser Zahl ist, ^ 

liefert ein einfaches Bild, das * ' * — j 

die Erklärung der Begriffe größer 

und Meiner bei algebraischen 1 1 1 . .■ 

Zahlen erläutert und rechtfertigt. 

Wir wollen mit A den Punkt / . 



bezeichnen, dessen Abszisse a ist, B a o 

und mit B den Punkt, dessen 

Abszisse b ist. Dann beweist man ohne Mühe (Fig. 7), daß 

im Falle der Ungleichheit 

a>b 

11* 
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A in der Figur rechts 70n B Uegt, Wir haben die Figur für 
die drei Fälle gezeichnet: positives a und positives b, positives 
a und negatives b, negatives a und negatives b. 

Wenn wir die Erklärung des Begriffes größer berück- 
sichtigen, können wir unsere Ei^bnisse bei der Änderung der 
Abszisse so zusammenfassen: 

Wenn der Punkt A sich in positiver Ei(htung bewegt, so 
vergrößert sich seine Abszisse beständig, d. h, sie nimmt größere 
und größere Werte an. 

In der Figur 6 ist zum Beispiel: 



OA^ > OA^ > OA^ > OA^ >0A^> OA^. 

101. Abstand zweier Punkte. Aui^abe. Gegd>en 
seien die Abszissen zweier Punkte A und B. Berechne den 
cdgebraischen Wert der Strecke AB. 

Wir bezeichneu die Abszissen der beiden gegebenen Punkte 
A und B mit a xmAb, d. h. wir setzen 



OA^a, OB^b, 



und sollen dann den algebraischen Wert der Strecke AB be- 
rechneu. Nach den Sätzen, die wir im vorhergehenden Kapitel 
aufstellten, ist nun: 

ÄB^JÖ^ÖB. 

Wir wollen wiederholen, was dies bedeutet: von A nach 
B gehen, heißt dasselbe, wie zuerst von A nach und dann von 
nach B gehen. 

Mithin ist: 

AB =- — « + 6 = 6 — «• 



Diese Formel gibt den algebraischen Wert der StrecJce AB, 
wenn wir der Kürze wegen für diesen algebraischen Wert das 
Zeichen AB setzen. 

Hegel 10. Man erhalt den algebraischen Wert einer Strecke 
AB, die OMf einer Achse liegt, indem man die Abszisse des An- 
fangspunktes A von der Abszisse des Endpunktes B subtrahiert 

Der absolute Wert der algebraischen Zahl 6 — a gibt die 
stets positiv zu rechnende Länge der Strecke AB oder, wie 
man auch sagt, die Entfernung der Punkte A und B. 
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Ans der Regel 10 folgt^ daß der algebraische Wert der 
Strecke BÄ gleich a — b ist. Wenn man also Anfangs- und 
Endpunkt einer Strecke vertauscht^ so ändert sich nur das 
Vorjseichen ihres algebraischen Wertes. 

Es ist dem Anfänger zu empfehlen^ sich die Regel 10 durch 
Beispiele klar zu machen. 

Beispiel I. 



B 



OÄ^a^S, OB^b 2, 

AB 2-3 5* 

Beispiel II. 



B 



OÄ-^a 3, OJB« 6-2, 

AB^2-{-S)^5. 

Beispiel m. 



AB 


» 


OA-a 6, OB-h- 


-4, 


^^ = _ 4 _ (_ 6) - 2. 




Beispiel IV. 




6 A 




Fig. 8 





0^-a = - 1, OjB = 6 = -3, 

2J«-3-(-l)«-2. 

102. Begtlmmimg eines Breignlases in der Zeit. Um 

die Lage eines Ereignisses (Zeitpunktes) in der Zeit zu bestimmen, 
wählt man einen ganz bestimmten Zeitpunkt, den man Anfang 
der Zeit nennt, und eine Einheit der Zeit Der Zeitpunkt eines 
Ereignisses wird durch eine positive Zahl dargestellt, wenn 
das Ereignis später fällt als der Anfang der Zeit, und durch 
eine negative Zahl, wenn es früher fällt ^); der absolute Wert 

1) An und f&r sich könnte man offenbar das Vorzeichen entgegen* 
gesetzt wShlen; die Festsetzung, die wir getroffen haben, ist jedoch all- 
gemein üblich« 
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dieser Zahl ist gleich der Maßzahl des Zeitraums, der dieses 
Ereignis von dem Anfange der Zeit trennt. 

Nehmen wir zum. Beispiel als Anfang der Zeit den 

12. Januar 1908 mittags und als Zeiteinheit die Stunde, Wenn 
yerschiedene Ereignisse vor sich gehen am 12. Januar 11 Uhr 
abends^ am 13. Januar 8 Uhr morgens, am 11. Januar 9 Uhr 
abends, am 12. Januar 8 Uhr morgens, so sind ihre Zeiten 
der Reihe nach gleich +11, +20, — 15, — 4. 

108. Zeitraum, der swei Breignisse trennt. Wenn 
man die Zeiten zweier Ereignisse Ä und B kennt, so ist der 
Zeitraum, der sie trennt, gleich der Zeit von By vermindert 
um die Zeit von A. Der so erhaltene Zeitraum ist positiv, 
wenn Ä früher ist als B, negativ, wenn Ä später ist als B. 

Zum Beispiel ist der Zeitraum, der zwei Ereignisse 
trennt, deren Zeiten — 15 und + 20 sind, gleich 20 — (— 15) 
^ 35; zwischen dem 11. Januar 9 Uhr abends und dem 

13. Januar 8 Uhr morgens sind nämlich 35 Stunden verflossen. 

Bemerkung Aber die Zeitrechnung. In den christ- 
lichen Ländern wird für die Zeitrechnung als Anfang der Zeit 
allgemein die Zeit der Geburt Christi angenommen, d. h. man 
rechnet so, als ob Christus am 1. Januar des Jahres 1 um Mitter- 
nacht^) geboren sei; dieser Zeitpunkt muß also mit Null be- 
zeichnet werden. Ein Ereignis, das in die Mitte des Jahres 1 
räUt, hat, wenn man das Jahr zur Einheit nimmt, eine Zeit, 
die man mit ^ oder 0,5 bezeichnet; ein Ereignis, das in 
die Mitte des Jahres 10 fällt, hat die Zeit 9,5. Man darf 
darin keinen Widerspruch finden. Da nämUch der Anfang der 
Zeit der Augenblick der Geburt Christi ist, so sind zur Zeit 9,5 
neun Jahre und ein halbes Jahr vergangen. Dieser Zeit- 
punkt fäUt in das zehnte Jahr, das man auch das Jahr 10 
nennt; ebenso befinden wir uns im Jahre 1908 im 20. Jahr- 
hundert, obgleich seit Beginn der christlichen Zeitrechnung 
erst 19 Jahrhunderte und ein kleiner Bruchteil eines Jahr- 
hunderts vergangen sind. 



1) Wir lassen die kleinen Schwierigkeiten beiseite, die sich aus 
dem aufeinanderfolgenden G^braach des Jolianischen und des Gregoiia- 
nischen Kalenders sowie der Schaltjahre ergeben, und nehmen zur Ver- 
einfachung alle Jahre als gleich an. 
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Die Jahre vor der Geburt Christi nennen die Chronologen 
das Jahr 1 vor Christi Geburt^ das Jahr 2 vor Christi Ge- 
bort usw.; kein Jahr wird mit Null bezeichnet. Ein Ereignis, 
das auf den 1. Oktober des Jahres 1 vor Christi Geburt fällt, 
d. h. drei Monate vor der Geburt Christi stattfand, hat also 
die Zeit — \, und ein Ereignis, das auf den 1. Mai des 
Jahres 34 vor Christi Geburt fällt, d. h. 33 Jahre und 7 Monate 
vor Christi Geburt, hat die Zeit — 33i^2, vorausgesetzt, daß das 
Jahr als Einheit gewählt wird. Es ist daher sehr leicht, den 
Zeitraum zu berechnen, der zwei Ereignisse trennt, von denen das 
eine vor, das andere nach der Geburt Christi stattgefunden hat. 

BeispieL Jemand war am 1. Mai des Jahres 12 vor 
Christi Geburt geboren und ist am 1, September des Jahres 45 
nach Christi Geburt gestorben. Wie lange hat er gelebt? 

Wählt man das Jahr zur Einheit, so ist der Zeitpunkt 
seiner Geburt — 11^ und der seines Todes 44^. Mithin ist 
die Zahl der Jahre, die er gelebt hat: 

44Ä-(-lli) = 44S + llÄ = 55n = 56Ä- 
Die Antwort lautet also: 56 Jahre 3 Monate. 

II. Änderung des Anfangspunktes 

104. Punkte anf einer Achse, Jbidemng des An« 
fiangspnnktes der Abssissen. Häufig muß man den An* 

fangspunkt der Abszissen ändern, d. h. man kennt die Abszissen 
verschiedener Punkte einer Achse für den Anfangspunkt 0, 
und soll die Abszissen derselben Punkte berechnen, wenn ein 
anderer Punkt 0' der Achse zum Anfangspunkt genommen wird. 
Dazu muß man offenbar die Lage von 0' in bezug auf 
kennen, also die algebraische Maßzahl der Strecke ÖÖ\ d. h. 
die Abszisse des neuen Anfangspunktes in bezug auf den alten 
als bekannt annehmen. Es genügt dann, die Formel anzuwenden: 

Öl - ÖO' + 0% 
denn daraus folgt: 

ÖÄ^ÖA-ÖÖ'. 

Man hat also die Regel: 

Begel U. Die Abszisse eines Punktes A in bezug auf den 

neuen Anfangspunkt ist gleich der Abszisse von A in bezug auf 
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den alten Anfangspunkt, vermindert um die Abszisse des neuen 
Anfangsipunktes in hezug auf den alten. 

Wird mit a die Abszisse von A in bezug auf 0, mit a' 
die Abszisse von A in bezug auf 0' und mit d die Abszisse 
Yon 0' in bezug auf bezeichnet^ so gilt die grundlegende 
Formel: 

a ^ a — d] 

man muß sie auch in der gleichbedeutenden Form kennen: 

a ^ a -{- d. 

105. JLndening des Anfutigs der Zeit. Für die 

Änderung des Anfangs der Zeit erhalt man offenbar dieselbe 
Regel; wir begnügen uns damit, sie auszusprechen: 

Begel 12. Die Zeit eines Ereignisses in bezug auf den 
neuen Anfang ist gleich seiner Zeit in hezug auf den alten An- 
fang, vermindert um die Zeit des neuen Anfangs in lezug oMf 
den alten, 

Beispiel I. Wir nehmen zum Anfang der Zeit den Augen- 
blick, wo die Taschenuhr Pauls Mittag anzeigt, und zur Ein- 
heit die Minute. Als Paul wegging, zeigte seine Taschenuhr 
12 Uhr 23 Minuten an; die Zeit war also 23. Wir wollen 
ermitteln, wieviel Uhr in diesem Augenblick die Uhr Jakobs 
anzeigte. Wir nehmen also zum neuen Anfang den Augen- 
blick, wo die Taschenuhr Jakobs Mittag anzeigte. Wenn in 
diesem Augenblick die Taschenuhr Pauls 12 Uhr 11 Minuten 
zeigt, so ist die Zeit des neuen Anfangs in bezug auf den aÜen 
+ 11, Folglich ist die Zeit, zu der Paul wegging, in bezug 
auf den neuen Anfang 23 ~ 11 » 12. Die Taschenuhr Jakobs 
zeigte also damals 12 Uhr 12 Minuten. 

Beispiel II. Unter denselben Annahmen ist zu be- 
stimmen, unevid Uhr die Taschenuhr Pauls angibt, wenn die 
Uhr Jakobs 12 Uhr 3 Minuten angibt Bei diesem neuen 
Beispiel ist der alte Anfang die Mittagszeit der Taschenuhr 
Jakobs und der neue Anfang die Mittagszeit der Taschenuhr 
Pauls. Die Zeit dieses neuen Anfangs in bezug auf den alten 
Anfang ist daher - 11. Man erhält also 3 - (- 11) = 14, 
und die Antwort lautet: + 14, d. h. die Taschenuhr Pauls 
zeigt 12 Uhr 14 Minuten an. 
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III. Gleicliimg der gleichförmigen Bewegung 

106. Erkl&nmg der gleichförmigen Bewegung. 

Wir wollen einen Punkt A betrachten, der sich auf einer 
Achse bewegt. Man sagt, die Bewegung des Punktes A sei 
gleichförmig, wenn die Wege, die er in gleichen Zeiten zurück- 
legt, immer gleich sind, wie groß auch diese gleichen Zeiten 
sein mögen. So ist der während einer Stunde durchlaufene 
Weg immer derselbe, ebenso der während einer Minute durch- 
laufene Weg immer derselbe und der während einer Sekunde 
durchlaufene Weg immer derselbe. 

Bei dieser Erklärung darf man nicht vergessen, daß der 
Punkt sich auf einer Achse bewegt, d. h. daß die Wege nur 
dann als gleich angesehen werden, wenn ihre Maßzahlen nach 
ihrem absoluten Wert und nach ihrem Vorzeichen gleich sind. 

Jemand der mit gleichmäßigen Schritten eine Straße ent- 
lang geht, bewegt sich ungefähr in gleichförmiger Bewegung, 
wenn er immer in derselben Eichtung geht; anders verhält es 
sich, wenn er etwa in einem Flur hin und her geht. 

Die Geschimndigkeit einer gleichförmigen Bewegung mißt 
man durch den Weg, der während der Zeiteinheit durch- 
laufen wird. 

Um die Geschwindigkeit zu bestimmen, muß man daher 
kennen: 1. die Art der Bewegung, 2. die positive Richtung, 3. die 
Längeneinheit, 4. die Zeiteinheit. 

Aus der Erklärung der Geschwindigkeit folgt, daß sie durch 
eine positive oder eine negative Zahl gemessen wird, je nach- 
dem der bewegliche Punkt sich in positiver oder negativer 
Richtung fortbewegt; wir nennen sie daher der Kürze halber 
selbst positiv oder negativ. 

Wenn man von der Geschwindigkeit eines beweglichen 
Punktes spricht, so gibt man häufig die Längeneinheit und die 
Zeiteinheit an: man sagt zum Beispiel die Geschwindigkeit eines 
Automobils sei 30 km in der Stunde. Man kann auch sagen: 
die Geschwindigkeit ist 30, wenn als Einheiten das Kilometer 
und die Stunde gewählt sind. Auf dasselbe kommt es hinaus, 
zu sagen: die Geschwindigkeit ist 500, wenn die gewählten 
Einheiten das Meter und die Minute sind, oder die Ge- 
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schwindigkeit ist 833^^ wenn die Einheiten das Zentimeter 
und die Sekunde sind; denn 30 km in einer Stunde zurück- 
legen, heißt 500 m in einer Minute oder 833-^ cm in einer 
Sekunde zurücklegen. 

107. Oleiehnng der gleichförmigen Bewegung. 

Wir wollen bestimmen, welcher Weg s in t Sekunden durch- 
laufen wird, wenn die Geschwindigkeit c cm in der Sekunde 
ist. Ist t zum Beispiel == 12, so kann man folgendermaßen 
schließen: Der während einer Sekunde durchlaufene Weg ist 
nach der Erklärung gleich c cm. Der Weg, der in 12 Sekunden 
durchlaufen wird, ist zwölfmal so groß. Wenn wir seine 
algebraische Mehrzahl mit c bezeichnen, wobei das Zentimeter 
als Einheit gewählt ist, so gilt daher die Gleichung 

s = 12c, 
oder allgemeiner für t Sekunden: 

s «= ct. 

Der Weg mrd daJier dwrch das Produkt der Geschwindigkeit 
mit der Maßzdhl der Zeit getnessen. Dies ist die Formel der 
gleichförmigen Bewegung; man nennt sie auch die Gleichung der 
gleichförmigen Bewegung, 

Bei diesem Beweise haben wir t als positiv vorausgesetzt. 
Dann hat s dasselbe Vorzeichen wie c, was mit der Bemerkung 
übereinstimmt, die wir über das Vorzeichen der Geschwindig- 
keit gemacht haben. Ist die Geschwindigkeit positiv, so ist 
der Weg positiv, der bewegliche Punkt hat sich in positivem 
Sinne fortbewegt, er hat eine positive Strecke durchlaufen; 
das Gegenteil ist der Fall, wenn die Geschwindigkeit negativ ist. 

Wir woUen nun annehmen, daß t negativ sei. Was hat 
man unter dem Wege 0u verstehen^ der in einem negativen Zeitraum 
durdhlaufen wird? In dem gegenwärtigen Augenblick ist der 
bewegliche Punkt in Ä] zur Zeit — 3, d. h. vor 3 Sekunden, 
wenn die Sekunde die Zeiteinheit ist, war er in B. Wir sagen, 
die Strecke AB sei der Weg, der dem Zeitraum — 3 entspricht; 
es ist die Strecke, die man durchlaufen muß, um von der 
gegenwärtigen Lage nach der Lage zu gelangen, die der be- 
wegliche Punkt zur Zeit — 3 iime hat, genau ebenso wie der 
Weg, den er während der Zeit + 3 durchläuft, die Strecke ist. 
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die man durchlaufen muß^ um Yon der gegenwärtigen Lage 
nach der Lage zu gelangen, die der bewegliche Punkt zur Zeit 
+ 3 inne hat. 

Welches ist der algebraische Wert der Strecke AB'i Er 
ist entgegengesetzt dem Wert der Strecke BÄ. Nun ist aber 
der algebraische Wert der Strecke BAy die in dem Zeitraum 
+ 3 durchlaufen wird, gleich 3c cm. Folglich erhält man: 

Z£ = c . (- 3), 

d. h. es ist auch in diesem Falle: 

s = et. 

Wenn t negativ ist und die Geschwindigkeit positiv, so 
ist also AB eine negative Strecke. Wenn dagegen die Ge- 
schwindigkeit negativ ist, so ist AB eine positive Strecke. 
Mithin ist s positiv, wenn c und t beide negativ sind. Genau 
zu diesem Ergebnis gelangt man aber auch, wenn man in der 
Gleichung ^ 

s ^^ Cv 

bei negativem c und t die Erklärung für das Produkt zweier 
negativen Zahlen anwendet, die wir früher gegeben haben 
(Nr. 93). Hierin liegt eine nachträgliche Rechtfertigung dieser 
Erklärung, zu der man übrigens auch bei anderen Aufgaben 
aus dem täglichen Leben geführt wird. 

Beispiel. Ein Zug fährt auf der Linie Berlin-Hannover, 
die wir als geradlinig abnehmen, mit einer Geschwindigkeit 
von 80 hm in der Stunde in der Bichtung von Hannover nach 
Berlin. Um 12 Uhr 12 Minuten ist er 30 hn von Berlin ent- 
fernt Wo war er um 12 Uhr 3 Minuten? 

Wir wollen die Richtung von Berlin nach Hannover zur 
positiven Richtung nehmen und zur Längeneinheit das Kilometer, 
zur Zeiteinheit die Minute wählen. Die Geschwindigkeit ist 
alsdaim — 4? denn 80 km in der Stunde entsprechen \ km in 
der Minute, und die Bewegung findet in negativem Sinne statt. 
Wir kennen den Ort A des Zuges um 12 Uhr 12 Minuten 
und wollen seinen Ort B um 12 Uhr 3 Minuten ermitteln. Die 
Strecke AB ist also die während der Zeit — 9 Sekunden durch- 
laufene Strecke. Man hat daher nach der allgemeinen Formel: 



AB 9 . (- I) = + 12. 
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Da der Abstand des Punktes A yon Berlin 30 km ist, so ist 
der Abstand des Punktes B gleich 30 -f 12 »= 42 km. Mithin 
lautet die Antwort: Der Zug war 42 hm van Berlin entfernt. 

108. Allgemeine Form der Oleichnng der gleich- 
fSrmigen Bewegung. Das soeben behandelte Beispiel ver- 
anlaßt uns^ die allgemeinere Aufgabe zu stellen: Man Tcennt 
die Abseisse des beweglichen Punktes zu einer bestimmten Zeit. 
Wie graß ist da/nn diese Abszisse zu einer anderen Zeit? 

Wir wollen mit t^ die Zeit bezeichnen^ für die man die 
Abszisse x^ des bewegliehen Punktes kennt; der bewegliche 



Ao A, 

Fig. 9 

Punkt befinde sich dann im Punkte A^, Man will die Ab- 
szisse x^ des Punktes A^ bestimmen, in dem sich der beweg- 
liche Punkt zur Zeit t^ befindet^ wenn er sich mit der Ge- 
schwindigkeit V gleichförmig bewegt; dabei sind die Abszissen, 
und die Geschwindigkeiten in derselben Längeneinheit zu messen. 
Nun ist einerseits: 



OA^ = OA^ + A^A^ , 
und andrerseits: 



denn A^A^ ist der in der Zeit t^ — t^ durchlaufene Weg. Diese 
Zeit ist positiv, wenn ty^ einen Zeitpunkt bezeichnet, der später 
fällt als t^j und negativ im entgegengesetzten Falle. 
Da aber OA^ = x^, OA^ « x^ ist, so ergibt sich: 

^1 ==^0 + ^(^1-- ^o)- 
Dies ist die allgemeinste Form, die man der Gleichung der 
gleichförmigen Bewegung geben kann. In dieser Formel be- 
zeichnet Xq die Abszisse, die der Zeit t^ entspricht, und x^ die 
Abszisse, die der Zeit ^ entspricht. 

Diese Formel gibt sehr rasch die Lösung der Aufgabe in 
der vorhergehenden Nummer. Bezeichnet man mit x^ den ge- 
suchten Abstand, so hat man: 

rco = 30, t; = — 4, 

Iq = 12, ^1 = 3, 
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wenn die Minute die Zeiteinheit und Mittag der Anfang der 
Zeiten ist^ und daraus folgt: 

a^i = 30 + (- ^) • (3 - 12) - 30 + (- 4) . (- 9) = 42, 

was mit dem Ei^ebnis übereinstimmt^ das wir gefunden hatten. 
Wir wollen noch eine Aufgabe behandehL 
Aufgabe. Zwei Badfahrer bewegen sich auf derselben Straße, 
der erste mit der Geschwindigkeit + 4, der zweite mit der 
Geschwindigkeit — 5, wenn die Einheiten das Meter und die 
Sekunde sind. Um 12 TJhr 12 Minuten 13 Sekunden ist die 
Abszisse des ersten — 50 und die Abszisse des zweiten + 300. 
Welchen Abstand haben sie um 12 Uhr 13 Minuten 2 Sehwnden? 
Nimmt man 12 Uhr 12 Minuten zum Anfang der Zeit, 
so haben wir t^ =13, ^ = 62, da die Einheit die Sekunde ist 
Wenn femer die Abszissen des ersten Radfahrers in den Zeiten 
^Q und t^ mit x^ und rr^ und die Abszissen des zweiten Bad- 
fahrers zu denselben Zeiten mit y^ und y^ bezeichnet werden, 
80 ist nach Voraussetzung: 

a?o = - 50, yo = + 300. 
Die allgemeine Formel ergibt aber:] 

^1 *** »^0 "1" ^Vi W; 

da die Geschwindigkeit des ersten Badfahrers 4 und die des 
zweiten — 5 ist. Ersetzt man rc^^, y^, t^^ ^ in diesen Formeln 
durch ihre Werte, so erhält man: 

x^ 50 + 4(62 - 13) ^ 50 + 4 . 49 =. + 146, 

y^ « 300 ^ 5(62 - 13) = 300 - 5 . 49 =- + 55. 

Der Abstand der beiden Badfahrer um 12 Uhr 13 Minuten 
2 Sekimden ist daher gleich 146 — 55 = + 91; er beträgt also 
91 Meter. Wenn sich femer zu dieser Zeit der erste Bad- 
fahrer in A und der zweite in B befindet, so ist, da die 
Abszisse Ton A größer ist als die ron B, die algebraische 
Maßzahl der Strecke AB gleich — 91. 
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IV. Bestimmimg eines Punktes auf einer Geraden dnrclL das 
Verhältnis seiner Abstände von zwei festen Pnnkten dieser 

Geraden 

109. ▼orbemerknngen. Es gibt verschiedene Arten, 
die Lage eines Punktes auf einer Achse durch Angabe einer 
Zahl zu bestimmen. Solche Zahlen nennt man Koordinaten 
des Punktes. So ist zum Beispiel die Abszisse eines Punktes 
eine Koordinate. 

Erklärong. Unter dem Verhältnis, in dem ein Punkt M 
auf einer Achse die auf derselben Achse liegende Strecke AB 

teilt, versteht man den Wert des algebraischen Bruches -z^z=^ • 



Dieses Verhältnis ^==:^ ändert sich nicht, wenn man die 

MB ' 

Richtung ändert, die als positive Richtung gewählt wurde. 

Bei dieser Änderung wechseln nämlich MA und MB beide 

^ , ^ ihre Vorzeichen, ihr Quotient bleibt 

^ ^ ^ also ungeändert. Mithin hängt das 

^^^' ^^ betrachtete Verhältnis nicht davon ab, 

welche Richtung man zur positiven wählt; es ist also auf der 

Geraden bestimmt, ohne daß man nötig hat, sie in eine Achse 

zu verwandeln. 

Femer häntrt das Verhältnis -^=-- auch nicht von der 
® MB 

Wahl der Längeneinheit ab. Man bezeichnet es daher als 
homogene Koordinate des Punktes M in Bezug auf die Grrund- 
punkte A und B. Das Beiwort Iwmogen drückt aus, daß die Ko- 
ordinate unabhängig von der Längeneinheit ist. Die Abszisse 
eines Punktes ist keine homogene Koordinate; denn ist sie 3 
für das Meter als Einheit, so wird sie 300 für das Zentimeter 
als Einheit. Wenn man dagegen einen Punkt M betrachtet. 



für den MA«^2MB ist (Pig. 10), so ist das Verhältnis ^^, 

gleich 2, seine homogene Koordinate, unabhängig von jeder 
Maßeinheit. 

110. Bestimmiing eines Pnnktes durch eine 
homogene Koordinate. Wir wollen zeigen, daß jeder posi- 




Fig. 11 
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tiyen oder negatiren Zahl ein und nur ein Punkt entspricht^ 
dessen homogene Koordinate gleich dieser Zahl ist. Dazu ent- 
werfen wir folgende Zeichnung (Fig. 11). 

Wir nehmen einen Punkt S außerhalb AB, verbinden 
ihn mit B und ziehen durch Ä die Parallele zu SB, Es 
sei C der Schnittpunkt 
dieser Geraden mit der 
Parallelen durch S zu 
AB, Dann ist das 
Viereck ABSC ein 
Parallelogramm. Wir 
wollen die Gerade AC 
als eine Achse betrach- 
ten und auf ihr als 
positive Richtung die 
Richtung von A nach 
C wählen. Zum Anfangspunkt der Abszissen wählen wir den 
Punkt A und zur Längeneinheit die Länge AC. Somit ist die 
Abszisse von A gleich und die Abszisse von C gleich 1. 

Es sei femer M ein veränderlicher Punkt von AB. Wir 
ziehen SM und bezeichnen mit m den Schnittpunkt von SM 
mit AC. Jetzt wollen wir folgenden Lehrsatz beweisen; 

Lehrsatz 58. Das Verhältnis -==r ist nach Größe und 

MB '^ 

Vorzeichen gleich der Abszisse des Punktes m, wenn die positive 

Richtung, die Längeneinheit und der Anfangspunkt so gewählt 

werden^ wie wir es festgesetzt haben. 

Wir. wollen drei Fälle unterscheiden^ je nachdem der ver- 
änderliche Punkt in Jf, M' oder üf" liegt^ denen die Punkte 

m, m', m" entsprechen. Man sieht aus der Figur, daß -^rr:^ 

M'^Ä 

sowie positiv sind: die Abszissen Am und Am' sind 

M"B ^ ' 

ebenfalls positiv. Ebenso ist -=zz^ necrativ und die Abszisse 

Am' ist ebenfalls negativ. Es besteht also keine Schwierigkeit 
hinsichtlich der Vorzeichen, und es genügt, die Beziehung 
zwischen den absoluten Werten zu beweisen. 
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Nun sind die Dreiecke MAm und MBS ähnlich, da Am 

parallel zn BS ist. Mithin ist: 

MA Am 
MB^ BS' 

Es ist aber BS ^ ÄC ^ 1, da man AC zu/r Längeneinheit 

genommen hcU, und so findet man wirklich: 

MA . 
^^-Am. 

Die ähnlichen Dreiecke M Am' und MBS geben: 

M'A _ Am' . , 
MB'' BS ^ ^^9 

und die Dreiecke M'Am'\ M'BS würden eine ähnliche 
Gleichung liefern. 

Wir können nunmehr folgenden Lehrsatz beweisen: 

Lehrsatz 59. Jeder positiven oder negcUiven ZaM x ent- 
spricht auf der Achse AB ein gang bestimmter Punkt Mj dessen 
homogene Koordinate gleich x ist. 

Jeder Zahl x entspricht nämlich auf der Hilfsgeraden AC 
ein Punkt m^ dessen Abszisse gleich x ist. Man braucht daher, 
um den Punkt M zu erhalten, nur die Gerade Sm zu ziehen 
und ihren Schnittpunkt mit AB zu nehmen. 

Wir sagten, die Abszisse sei keine homogene Koordinate, 
und haben trotzdem soeben bewiesen, daß die homogene Koordi- 
nate von M gleich der Abszisse von m ist. Es könnte scheinen, 
als ob darin ein Widerspruch läge. Man muß jedoch beachten, 
daß auf der Hilfsgeraden als Längeneinheit die Länge AC ge- 
nommen worden ist. Mithin ist die Abszisse von m eine wohl be- 
stimmte Zahl, und man kann sie nicht yerändern, indem man die 
Längeneinheit verändert, da ausdrücklich vorausgesetzt wird, daß 
diese Einheit die Länge AC sei, die durch die Figur selbst 
genau bestimmt ist. 

m. AnsnahmefUla. Jedem Punkte m der Geraden AO 
entspricht ein Punkt M der Geraden ABj und umgekehrt. Es 
gibt indessen zwei Ausnahmefälle. Wenn erstens die Gerade SM 
mit SB zusammenfällt, indem der Punkt M nach B rückt, so 
gibt es keinen Punkt m; denn SM ist parallel zu AC Wenn 
zweitens der Punkt m mit C zusammenfällt, so gibt es keinea 
Punkt M mehr; denn Sm ist parallel zu AB, 
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Wir behandeln zunächst den ersten der beiden Ausnahme- 
fälle und wollen dem Punkte M zwei Lagen geben ^ die sehr 
nahe bei B sind, eine zur Rechten und eine zur Linken. Jeder 
solchen Lage wie M^ und M^ entspricht auf der Hilfsgeraden 
ein Punkt wie m^ oder m^y dessen Abszisse positiv oder negativ 
und ihrem absoluten Werte nach um so größer ist, je näher M^^ 
oder üfg bei B liegt. Wenn sich 
also m^ oder m, immer weiter 
nach der positiven oder negativen 
Seite entfernen, so nähern sich 
die Punkte M^ und M^ immer 
mehr dem Punkte B (Fig. 12). 
Man wird so darauf geführt, zu 
sagen, der Punkt Jß entspreche 
dem unendlich fernen Punkte der 
Geraden AG. Diese Ausdrucksweise 
soll jedoch weiter nichts besagen 
als das, was wir soeben aus- 
sprachen; denn es gibt keinen sol- 
chen unendlich fernen Punkt, d. h. 
dieser Schnittpunkt ist kein Punkt 
der Geraden AGy den man auf ihr 
markieren konnte. Man führt ihn 
jedoch zu dem Zwecke ein, daß 
jedem Punkt von AB ohne Aus- 
nahme ein Punkt von AG ent- 
spricht und umgekehrt. Man sagt 
ferner, die homogene Koordinate von B sei unendlid^ groß. Dies 

ist der Wert des Verhältnisses , wenn M mit B zusammen- 

MB 




Fig. 12 



fällt, d. h. wenn MB «0 ist; denn ist MB sehr klein, so 
ist dieses Verhältnis seinem absoluten Werte nach sehr groß^ 
und zwar um so größer, je kleiner MB ist. Ist MB — 0, so 
ist dieses Verhältnis nicht mehr erklärt. Man muß daher, um 
•es zu bezeichnen, ein neues Wort schaffen, und sagt, das Ver- 
hältnis sei unendlich groß; man schreibt in diesem Falle: 

MÄ 

= cx>. 

MB 
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Ebenso gibt es (zweiter Ausnahmefall) keinen Punkt auf 
der Geraden ÄB^ dessen homogene Koordinate gleich + 1 
wäre; denn SC ist parallel zu AB, Es gibt selbstverständlich 
keinen Punkt M auf AB, für den MA »- MB ist. Wir sagen 
jedoch, der tmendiich ferne Punkt von AB habe die homogene 
Koordinate 1 und er sei der Schnittpunkt von AB mit SC. 
In diesem Falle liegt das Verhältnis von MA zu MB umso 
näher an 1, je weiter M von A und B entfernt ist. 

Aufgaben zu Kapitel ZII 

190. Wenn man ztun Anfangspunkt den Meeresspiegel und zur Ein- 
heit das Meter nimmt, so sind die Höhen der unten angegebenen Berge : 

Gaurisankar (Asien) 8840 

Chimborasso (Südamerika). . . . 6268 

Kilimandscharo (Afrika) 6100 

Elborus (Europa) 6630 

Großer Ararat (Asien) 6280 

Mont Blanc (Europa) 4810 

Ätna (Europa) 3813. 

Welche Zahlen würden die Höhen dieser Berge ausdrücken, wenn man 
sie anstatt auf den Meeresspiegel auf die Höhe des Mont-Blanc bezöge? 

191. Die größten Tiefen, die man in den Meeren gemessen hat, sind: 

Breite Länge Tiefe 

Stiller Ozean 30<> 26' S. 179<^ W. 9416 m 

Japanisches Meer . . 46^ N. 160^ 0. 8610 m 

Atlantischer Ozean . 19^ 39' N. 68<^ 44' W. 8840 m 

Indischer Ozean . . . 23<> S. 98^ 16' 0. 6820 m 

Mittelmeer 350 46' N. 16<» 0. 4400 m. 

Diese Tiefen sind vom Meeresspiegel ab gemessen. Durch welche 
Zahlen würden sie ausgedrückt werden, wenn man als Anfangspunkt 
den Gipfel des Chimborasso wählte? 

192. Die folgende Tabelle gibt die Höhen einiger Städte oder be- 
wohnter Orte: 

Thok Djaloung (Asien) 4977 m 

Station Pike (Nordamerika) 4368 m 

Jacora (Südamerika) 4170 m 

Observatorium des Pik du Midi (Frankreich) 2870 m 

Bogota (Südamerika) 2660 m 

Saint- V^ran (Frankreich) 2010 m. 

Berechne die Höhe dieser Orte 

1. in bezug auf den Gipfel des Gaurisankar, 

2. in bezug auf den Gipfel des Mont Blanc, 
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3. in bezng aof den Gipfel des Ätna, 

4. in bezug auf den Gnind des Mittehneeies in 36^ 45' ndxdlicher 
Breite nnd 16<^ östlicher Länge (Aufgabe 191). 

193. Wenn es in Berlin Mittag ist, so haben die Uhren der foU 
genden Sternwarten den beigefägten Stand: 

Antwerpen 11 Uhr 24 Min. 4 Sek. 

Bern 11 „ 86 „ 11 „ 

• ^ Brüssel 11 „ 23 „ 64 „ 

Ghristiania 11 „ 4*9 „ 19 „ 

Königsberg 12 „ 28 „ 24 „ 

Madrid 10 „ 51 „ 40 „ 

Mailand 11 „43 „ 11 „ 

Moskau 1 „ 36 „ 42 „ 

Paris 11 „ 15 „ 46 „ 

Rom 11 „ 56 „ 20 „ 

Welche Zeit zeigen diese ühren^ wenn es in Bern Mittag ist? 

194. Ein Beisender föhrt in einem Automobil bei gleichförmiger 
Bewegung mit einer Geschwindigkeit von — 30 km in der Stande auf 
der Straße von Berlin nach Leipzig, wobei die Richtung von Berlin nach 
Leipzig positiv sein soll. Um Mittag ist er 100 km von Berlin entfernt. 
Wo war er um 11 Uhr 48 Minuten vormittags? 

195. Ein Zug hat eine Geschwindigkeit von 10 m in der Sekunde. 
Um Mittag ist er 50 km von seinem Ausgangspunkt entfernt. Wo ist 
er um 12 Uhr 12 Minuten 13 Sekunden? 

196. Zwei Züge fahren auf derselben Linie, der eine mit einer 
Geschwindigkeit von -f- ^^ ^^^^ ^ ^^^ Stunde, der andere mit einer Ge- 
schwindigkeit von — 8 m in der Sekunde. Um 12 Uhr 12 Minuten ist 
die Abszisse des ersten 12 km, und um 12 Uhr 30 Minuten 15 Sekunden 
die des zweiten 400 km. Welcher Abstand trennt, diese beiden Züge 
xmi 1 Uhr 15 Minuten? 

197. Wann und wo treffen sich die beiden Züge der vorhergehenden 
Aufgabe, wenn sie mit den ursprünglichen Geschwindigkeiten weiterfahren? 

198. Auf einer geraden Linie sind zwei Punkte A und B gegeben. 
Es sollen in die Figur die Punkte M eingetragen werden, deren homogene 

Koordinaten , . die Werte haben: 

MB 

2, 3, 4, -1, -2, -3, -4, 

— Jl 1. _JL _JL _JL 

2' 3' 4' 2' 3' T* 

Schreibe neben jeden Punkt seine homogene Koordinate. 

199. Die Uhr von New-Tork geht 5 Std. 49 Min. 29 Sek. gegen 
die Uhr von Berlin nach. Die Uhr von St. Petersburg geht 1 Std. 8 Min. 
36 Sek. gegen die Uhr von Berlin vor. Welcher Unterschied ist zwischen 
der New-Torker und der St. Petersburger Zeit? 

12* 
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200. Unter der Julianischen Periode yersteht man eine Zeitrechnung, 
die Joseph Scaliger, ein Ohronolog des 16. Jahrhunderts, erfunden hat, 
um die geschichtlichen Zeitpunkte leicht festzulegen und vergleichen zu 
können. Der Anfang der Julianischen Periode liegt 4718 Jahre vor der 
christlichen Ära, so daß das Jahr 1 der christlichen Zeitrechnung mit 
dem Jahre 4714 der Julianischen Zeitrechnung genau zusammenfällt. 
Mit Hilfe dieser Angaben sollen für die christliche Ära folgende Zeit- 
punkte bestimmt werden, die auf die Julianische Periode bezogen sind : 

Anfang der jüdischen Zeitrechnung: 7. Oktober 968; 

Anfang der Olympiadenrechnung: Juli 3938; 

Gründung Roms : 3961 ; 

Anfang der Zeitrechnung Nabonassars: 26. Februar 8967; 

Anfang der Hegira: 16. Juli 6336; 

Anfang des republikanischen Kalenders: 22. September 6606. 

201. Ein Badffthrer bewegt sich mit der Geschwindigkeit von -f- 16 km 
in der Stunde auf der Straße von Hamburg nach Frankfurt a. M., wobei 
die positive Richtung die Richtung von Hamburg nach Frankfurt sein 
soll. Um 3 Uhr ist er 40 km von Hamburg entfernt. Wo wird er um 
6 Uhr sein? Wo war er um 1 Uhr 30 Min.? 

202. Zwei Automobilisten fahren, der eine mit einer Greschwindig- 
keit von 80 km in der Stunde, der andere mit einer (Geschwindigkeit 
von — 16 km in der Stunde. Um 2 Uhr 28 Min. beträgt der Zwischen- 
raum, der sie trennt, 8 km. Wie groß ist er um 2 Uhr 40 Min.? Wie 
groß war er um 2 Uhr 12 Min.? 

208. Man denke sich eine Plattform, ähnlich wie die rollende Bahn 
der Pariser Weltausstellung von 1900, die sich gleichförmig bewegt, 
indem sie auf sich selber gleitet. Ein Spaziergänger durchläuft die Platt- 
form in gleichförmiger Bewegung. Zeige, daß die wirkliche Geschwin- 
digkeit des Spaziergängers, wie sie ein außerhalb der Plattform stehender 
Beobachter messen würde (absolute Geschmndigkeit), gleich ist seiner 
Eigengeschwindigkeit auf der Plattform (relative Geschwindigkeit)^ 
vermehrt um die Geschwindigkeit der Plattform (Fortfährungs- 
geschwindigkeit). 

204. In der vorhergehenden Aufgabe nehme man an, die Geschwin- 
digkeit der Plattform sei 6 km in der Stunde, und der Spaziergänger 
bewege sich auf der Plattform mit einer Geschwindigkeit von 6 km. 
Welche Geschwindigkeit scheint er für einen außerhalb der Plattform 
stehenden Beobachter zu haben, 1. wenn er in demselben Sinne sich 
bewegt wie die Plattform? 2. wenn er sich in entgegengesetztem Sinne 
bewegt? 

205. Wie weit ist der Polarstem von der Erde entfernt, wenn dje 
Greschwindigkeit des Lichtes im leeren Raum 300000 km in der Sekunde 
beträgt und das Licht des Polarsterns 46 Jahre 6 Monate braucht, um 
bis zur Erde zu gelangen? 
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206. Der Abstand des Sirius von der Erde beträgt 88 Trillionen Kilo- 
meter (eine Trillion ist die dritte Potenz einer Million). Wieviel Zeit 
braucht das Licht, um diesen Abstand zu durchlaufen? 

207. Man nehme an, die Geschwindigkeit des Schalles in der Luft 
sei 840 m in der Sekunde. Li welcher Entfernung muß ein Schall- 
vorgang stattfinden, damit man ihn erst 80 Sekunden nach seiner Ent- 
stehung wahrnimmt? 

208. Die Geschwindigkeit des Schnellzuges Berlin-Hamburg beträgt 
84 km in der Stunde. Wieviel Meter durchläuft er in 6 Sekunden? 

209. Die Anfemgsgeschwindigkeit einer Flintenkugel sei 460 Meter 
in der Sekunde. Man nehme an, daß ihre Bewegung gleichförmig imd 
geradlinig sei. Nach welcher Zeit erreicht das Geschoß ein Ziel, das 
2 km entfernt ist? 



Aufgaben zur Wiederholung der Kapitel X, XI, XII 

210. Berechne den Wert von x aus der Formel: 

a; = [a(5-c) + (q[^|-(6-3)(a«-5)], 

unter der Annahme: 

a 1, 

5 = 2, 

(2 »4. 

211. Dieselbe Aufgabe unter der Annahme: 

a=.^, &=« — , c = 0,86, d = — 0,1. 

212. Berechne den Wert von y aus der Formel: 

y={[(a + 5)c+l](a-6) + 2}.{[(a + 6)c+l]ci~-3}, 

unter der Annahme: 

a»2, 

5^ 1, 

c«l, 

d = — 2. 

213. Dieselbe Aufgabe unter der Annahme: 

j j 

a^-j-, 5 = — 0,1, c — 3721 d=-l. 

214. Das Volumen eines gewissen Körpers wird durch die Formel 

gegeben: 

_ Sahcd 

^'^a + h + c + d' 
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wo a, 6, c, d Tiei L&ngen bedeuten, die in Metern ausgedrückt sind. 
V ist dann in Enbikmetem ausgedräckt. Man soll das Volumen F 
berechnen, wenn man weifi, daß jene L&ngen der Reihe nach 36 cm, 
120 mm, 2 m, 2f m sind. 

216. Ein beweglicher Punkt wandert auf einer Achse mit der Gre- 
echwindigkeit — 36, wobei die Einheiten der Länge und der Zeit das 
Meter und die Sekunde sind. Um 12 Uhr war seine Abszisse 26 km. 
Wie giofi ist sie um 12 Uhr 6 Minuten 36 Sekunden? 

216. Auf einer Eisenbahnlinie &hren zwei Züge einander entgegen. 
Zu Mittag sind sie durch einen Abstand von 76 km getrennl Wann be- 
gegnen sie sich, wenn man weiß, daß die Geschwindigkeit des ersten 
22,76 m in der Sekunde und die Geschwindigkeit des zweiten H km in 
der Minute ist? 

217. Man betrachtet auf einer Achse einen Anfangspunkt und 
einen zweiten Anfangspunkt (X, dessen Abszisse in bezug auf 12 mm 
ist, und gibt drei Punkte Ä, B, G, deren Abszissen in bezug auf O 
der Reihe nach gleich 8, ^, — 0,16 sind, wobei die Längeneinheit das 
Zentimeter ist, sowie drei Punkte A\ J^, C, deren Abszissen in bezug 

2 4 

auf (y der Reihe nach -—=^^ 0,002, - ■ , sind, wobei die Einheit das 

160 o76 

Meter ist. Berechne die Strecken AÄ', BB*, GC, Zeichne die Figur. 

218. Wenn a und h die Abszissen der beiden Punkte A und B 
sind und c die Abszisse der Mitte G von AB^ so soll bewiesen werden, 
daß c durch die Formel gegeben wird: 

a + 6 

Man beweise diese Formel, indem man zuerst voraussetzt, daß a und h 
beide positiv sind, und zeige darauf, daß man den allgemeinen Fall 
auf diesen besonderen Fall durch eine Veränderung des Anfangspunktes 
zurückführen kann. 

219. Sind n Punkte auf einer Achse gegeben, so bestimme man 
auf ihr einen Punkt von der Beschaffenheit, daß fär ihn als Ursprung 
die Summe der Abszissen der n Punkte gleich Null ist. 

220. Eine Anzahl junger Leute veranstaltet unter sich einen Wett- 
lauf auf Bädern imter folgenden Bedingungen. Sie brechen zu derselben 
Zeit auf und stellen die Zeiten fest, wo sie am Ziele angelangen. Man 
setzt femer eine Zeit A fest und vereinbart, daß die Wettfahrer, die 
vor der Zeit A angekommen sind, ebenso viele Pfennige empfangen, 
als Sekunden zwischen ihrer Ankunft imd der Zeit A verflossen sind, 
während die Teilnehmer, die iMuih der Zeit A angekommen sind, ebenso 
viele Pfennige bezahlen, als Sekunden zwischen der Zeit A und ihrer 
Ankunft verflossen sind. Wie muß man die Zeit A wählen, damit die 
Gesamtzahl der Pfennige, die die Gewinner erhalten, gleich ist der 
Gesamtzahl der Pfennige, die die Verlierer bezahlen müssen? 
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Anwendung auf den Fall, wo man 5 Wettfahrer hat, die zu den 
nachstehend angegebenen Zeiten ankommen: 

Johann um 12^ 16» 36% 

Jakob um 12^ 8"* 16% 

Paul um ll»» 69» 45% 

Ludwig um 12*» 13» 60% 

Philipp um 12^ 20» 40». 

221* Eine Wettfahit auf große Entfernung wird nach Bestimmungen 
veranstaltet, die denen in der vorhergehenden Aufgabe ähnlich sind; man 
setzt jedoch fest, daß die Summe, die man bezahlen oder erhalten soll, 
6 Pfennige für die Minute beträgt und daß man die Ankunftszeiten auf 
Viertelstunden abrundet. Wie muß man verfahren, wenn 8 Wettfahrer 
angekommen sind um 11^ 80», 12 um 11^ 46», 30 um 12** 0», 18 um 
12^ 16», 6 um 12>» 30» 2 um 12^ 45» imd 1 um 1^ 16»? 

222. Zwei Badfahrer fahren in derselben Richtung auf einer kreis- 
förmigen Bahn von 600 m Länge. Die Geschwindigkeit des ersten 
beträgt 80 km in der Stunde, die Geschwindigkeit des zweiten 8,76 m 
in der Sekunde. Man weiß femer, daß der erste 12^ 2» 16* den An- 
fangspunkt (Start) passiert, während der zweite durch ihn erst 1^ 1» 6* 
geht. Zu welchen Zeiten zwischen 12^ und 1^ überholt der eine Rad- 
fahrer den andern? 

223. Ein Wanderer bricht um Mittag auf und wandert ohne Unter- 
brechung mit einer Geschwindigkeit von 4 km in der Stunde. Ein 
zweiter Wanderer, der um 1 Uhr aufbricht, will ihn einholen und be- 
schließt folgendermaßen zu verfahren. Er will während 66 Minuten mit 
der Geschwindigkeit von 6 km in der Stunde marschieren, sich 6 Minuten 
ausruhen und so in den folgenden Stunden fortfahren. Wann wird der 
zweite Wanderer den ersten einholen? 

224. Beweise, daß die n-te Potenz einer negativen Zahl eine posi- 
tive oder negative Zahl ist, je nachdem n gerade oder ungerade ist. 
Berechne die Werte des Ausdrucks: 

3 -f (— 1)** 4 -(- (— 1)^** 6 -f (— 1)^« + ^ 7, 
wobei nacheinander n als gerade und als ungerade angenommen werden solL 
226. Berechne den Wert von y aus der Formel: 

j^ = 6a5* — 4rc* + 3 
unter der Annahme : x^^ — 2. 

226. Berechne den Wert von z aus der Formel: 

z = 3a;*y' — 4aj*y -f- — xy^ — xy + y* 

unter der Annahme: a;= — 0,1; y = 10. 
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227. Welche Beziehung besteht bei beliebiger Wahl des Anfangs- 
punktes zwischen den Abszissen von vier Funkten A, jB, C, D einer 
Geraden, die eine harmonische Teilung bilden, d. h. für die 



CA BA 



CB DB 

ist? 

228. Was wird aus der vorhergehenden Gleichung, wenn man an- 
nimmt, daß der Abszissenanfang mit dem Mittelpunkt von AB zu- 
sanimenfällt? Was wird aus ihr, wenn der Anfangspunkt mit dem 
Punkte A zusammenfällt? 

229. Beweise, daß fOr die Abstände 2, m, n eines Punktes P im 
Innern eines gleichseitigen Dreiecks von den Seiten die Gleichung besteht 

Z + w + n = Ä, 

wo h die Höhe des Dreiecks bezeichnet. Welche Übereinkunft bezüg- 
lich des Vorzeichens muß man treffen, damit diese Gleichung bestehen 
bleibt, welches auch die Lage des Punktes P in der Ebene des Dreiecks 
sein möge? 



Kapitel XIII 

Anfangsgründe der algebraischen 

Rechnung 

I. Monome, Folynome^ älmliclie Glieder 

112. Bationale algebraische Ansdrflcke. Unter einem 
algebraischen Ausdruck verstanden wir (Nr. 72) eine Vereinigung 
Yon Zahlen^ Buchstaben und Rechenzeichen^ die so beschaffen 
ist, daß man den Wert des Ausdruckes berechnen kann, wenn 
man den Buchstaben bestimmte Werte erteilt. 

Erklärung. Ein algebraischer Äusd/nick heißt rational^ 
wenn die Eechnungen, die man mit den Buchstaben vornehmen 
soUy nur die Addition, die Subtraktion^ die Multiplikation^) und 
die Division sind, also nicht das Ausziehen von Wu/redn. 

Mithin sind die Ausdrücke: 

y, 3a, yäbc + yjd 

rationale algäyraische Ausdrücke, obgleich der dritte Wurzel- 
zeichen enthält; diese Wurzelzeichen erstrecken sich jedoch 
nur auf Zahlen, Dagegen sind 

& + 3yä, yö+T, Yc+yj 

„irrationale^^ algebraische Ausdrücke, Wir werden uns fast aus- 
schließlich mit rationalen Ausdrücken beschäftigen. Bisweilen 
werden wir zwar auch auf irrationale Ausdrücke stoßen; die 
Lehre von ihnen soll jedoch nicht allgemein behandelt werden. 

113. Monome. Erklärung. Unter einem Monom ver- 
steht man das Produkt aus mehreren Zahlen und Buchstaben. 



1) Die Erhebung zu einer Potenz mit ganzem Exponenten ist ein 
besonderer FaU der. Multiplikation; denn es ist z. B. a^^^^a- a- a- a. 
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Zum Beispiel ist der Ausdruck 

(— 3) • a • (— 15) • 6 • a • c • 7 • a • 6 
ein Monom. 

Da der Wert eines Produkts sich niclit ändert, wenn man 

die Faktoren irgendwie vertauscht (Lehrsatz 54), so kann man 

alle Za^Zenfaktoren aneinanderreihen und links hinschreiben; 

ebenso erreicht man, daß die durch denselben Buchstaben 

dargestellten Faktoren ununterbrochen aufeinander folgen. So 

kann man das Monom, das wir soeben betrachteten, auch 

schreiben: 

(— 3) • (— 15) * 7 ' a- a ' a-b 'b ' c. 

Man kann noch eine weitere Vereinfachung vornehmen. 
Der Wert eines Produktes ändert sich nicht, wenn man mehrere 
Faktoren durch ihr ausgerechnetes Produkt ersetzt (Lehr- 
satz 55). Man hat also: 

(- 3) . (- 15) . 7 « + 315^ 

6 . & « b\ 

so daß sich unser Monom schließlich in der einfachen Form 

schreiben läßt: 

316a^b^c, 

in der kein hingeschriebenes Rechenzeichen mehr vorkommt; 
die Multiplikationszeichen hat man entweder hinzuzudenken, 
oder sie sind durch die Exponenten ersetzt. 

Wir wollen die Monome immer in dieser vereinfachten 
Form schreiben. Der Zahlenfaktor, hier 315, den man gewöhn- 
lich links hinschreibt, heißt der Koeffizient Das Monom 

~3a«6 

hat zum Koeffizienten — 3. Der Koeffizient eines Monoms ist 
somit eine positive oder negative Zahl. Ein Monom, dessen 
Koeffizient Null ist, ist gleich Null; denn ein Produkt von 
mehreren Faktoren ist Null, wenn einer der Faktoren NuU ist 
(Lehrsatz 10). 

Der Koeffizient 1 wird nicht hingeschrieben« Das Monom 
— oi^y^ hat den Koeffizienten ~ 1. 
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114. Ähnliche Uonome; Addition nnd Subtraktion. 

Erklärung. Man sagt, zwei Monome seien ähnlich^ wenn sie 
entweder identisch sind oder sich nnyr dwrch ihre Koeffizienten 
unterscheiden. 

Zum Beispiel siud die Mouome: 

ähulich. Ebenso steht es mit den Monomen: 

Monome mit dem Koeffizienten Null sind stets ähnlich. 

Begel 13. Die Summe mehrerer ähnlicher Monome ist ein 
Monom, das jedem von ihnen ähnlidi ist und zum Koeffizienten 
die Summe der Koeffizienten der einzelnen Monome hoit, 

Beispiel I. Es seien die ähnlichen Monome zu addieren: 

12a«6Vic, 15a»JVa:, - a^^c^x, - 35a»6Va:. 

Diese Monome haben zu Koeffizienten die Zahlen + 12, + 15, 
— 1, — 35, deren Summe 

+ 12 + 15-1-35 9 

ist. Die gesuchte Summe ist daher — da^b^&'x. 

Beispiel II. Es seien die ähnlichen Monome zu addieren: 

Ibx^y^, x^y^, — 14ic*y^ x^y^, — 3x^y\ 

deren Koeffizienten 15, 1, — 14, Jl, — 3 sind. Die Summe 
dieser Koeffizienten ist 

15 + 1 - 14 + 1 - 3 « 0. 

Die Summe der Monome ist also ein Monom, das den 
gegebenen Monomen ähnlich ist und den Koeffizienten Null 
hat; es ist daher gleich Null. 

Bechtfertigung der Segel. Die Begel wird gerecht- 
fertigt durch den Lehrsatz 56 (Nr. 95): Um eine Summe mit 
einer Zahl zu multiplizieren, braucht man nur die verschie- 
denen Summanden dieser Summe mit der Zahl zu multipli- 
zieren und die erhaltenen Produkte zu addieren. Wenn wir 
das erste Beispiel wieder au&ehmen, so sehen wir mittels 
dieses Lehrsatzes, daß das Produkt von — 9 mit ü?V(f'x gleich 
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der Summe der Produkte von 12, 15, — 1, — 35 mit a^Vcf'x 
ist, da — 9 gleich der Summe von 12, 15, —1,-35 ist: 

- 9a»6Va; = 12a^Vc^x + 15a«6Vir + (- a^V(^x) 

+ (- 35a»&Va;), 

was wir beweisen wollten. 

Ebenso kann man die Regel fQr die Subtraktion recht- 
fertigen, die wir nur aussprechen woUen: 

Begel 14. Die Differenz zweier ähnlicher Monome ist ein- 
Monomy das jedem von ihnen ähnlich ist und zum Koeffiziewten 
die Differenz der Einzdkoeffizienten hat 

Es sei zum Beispiel ba^h von 8a^& abzuziehen. Maa 
ziehe 5 von 8 ab, was 3 ergibt. Die gesuchte Differenz ist 
3a^&. Hätte man 8a^& von ba^h subtrahieren soUen, so hätte 
man 8 von 5 subtrahieren müssen, was — 3 ergeben hätte; 
das Ergebnis wäre demnach — 3a* 6 gewesen. 

Anmerkung. Es ist nicht überflüssig, zu bemerken, daß 
man in den vorhergehenden Beweisen keine Voraussetzung 
über die Werte macht, welche man den Buchstaben a, 6, c, x 
zuerteilt, die in den betrachteten Monomen vorkommen. Das 
Ergebnis der Rechnung ist also richtig, welches auch die 
Werte dieser Buchstaben sein mögen. Bei dem Beweise darf 
man die Grundsätze benutzen, die für die Rechnungen mit 
Zahlen aufgestellt worden sind; denn die Überlegung, die man 
anstellt, Jcönnte für jedes System von besonderen Werten, die man 
den Buchstaben zuerteilen würde, wiederholt werden. Sie führt 
denmach zu einem Ergebnis, das von diesen besonderen Werten 
unabhängig ist. Dieselbe Bemerkung gilt auch für die übrigen 
Regeln der algebraischen Rechnung. 

115. . Polynome. Erklärung. Unter einem Polynom ver- 
steht man die Summe mehrerer Monome. Zum Beispiel ist der 

Ausdruck: 

a^b + x^y + 12ax^ + 3bxf 

ein Polynom; er ist nämlich die Summe der Monome a'6, 
x^y, 12ax^y %bxy^. Der Ausdruck: 

a^b^ — 3a6 — 2xy + 5a' 

ist ebenfalls ein Polynom; denn er ist die Summe der Monome 
a'J\ — 3a&, — 2xyy ba\ 
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Bisweilen sagt man, ein Polynom sei ein Ausdruck, der 
von einer Reihe von Monomen mit positiven Koeffizienten ge- 
bildet wird, die durch die Zeichen + und — getrennt sind. 
Es ist jedoch besser , unsere erste Erklärung beizubehalten; 
denn sie gibt in allen Fällen eine deutliche Erklärung für 
die Glieder des Polynoms. 

Erklärung. Glieder eines Polynoms heißen die Monome, 
deren Summe das Polynom ist. So hat das Polynom: 

vier Glieder: 5a*6, — Sa', — a^, ar*. 

Ein Polynom, das jswei Glieder hat, heißt Binom; ein 
Polynom mit drei Gliedern wird ein Trinom genannt. 

116. ZusammenflEUMien Ähnlicher G-Ueder. Erklärung. 
Wenn zwei Glieder eines Polynoms ähnliche Monome sind, so 
sagt man auch, sie seien ähnliche Glieder. Man kann zwei 
oder mehrere ähnliche Glieder durch ihre ausgerechnete Summe 
ersetzen, ohne den Wert des Polynoms zu verändern. Dies 
bezeichnet man als das Zusammenfassen der ähnlichen Glieder. 
Man braucht dabei nur die Regel der Addition von Monomen 
anzuwenden. 

Beispiel I. Gegeben sei das Polynom: 

35a*6 + Ibxy — 12a*6 + a^—xy+ 14a«6 - 50a»6 — 8a^ 

Um die ähnlichen Glieder zusammenzufassen, ist es bequem, 
das Polynom so zu schreiben: 

35a*6 + Ibxy 

' -12a*6 +a» 

— xy 

+ 14a«6 

- 50a^6 - 8a*. 

Da die ähnlichen Glieder jetzt in Kolonnen (Yertikal- 
spalten) stehen, so führt man einfach die Addition der Koeffi- 
zienten jeder einzelnen Kolonne aus: 

35-12 + 14-50 13, 

15 - 1 = 14, 
1 _ 8 « - 7. 
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Das Torgelegte Polynom läßt sich also in der einfacheren 
Form schreiben: 

Beispiel II. Gegeben sei das Polynom: 

iP» + 5a;«- 8 — 3a;»- 2a?* + 15 + 6a: — 2 — Sx. 
Man findet, daß es gleich 

(1 _ 3)a;8^ (5 _ 2)x^+ (6 - 3)fl? + (- 8 + 15 - 2) 

ist, d. h. gleich 

— 2x^+dx^+Sx + o. 

Wir setzen im folgenden stets voraus, daß die Polynome 
nach den Regeln dieser Nummer bereits soweit wie möglich 
vereinfacht sind. 

117. Grad eines Monoms und eines Polynoms. 
Erklärung. Unter dem Orad eines Monoms in hezug auf einen 
der Buchstabeny die es enthält, versteht man den Exponenten 
dieses Buchstaben in dem Monom. So ist das Monom 

3a6*c*a?^y 

vom Grade 2 in bezug auf Xy vom Grade 3 in bezug auf c, 
vom Grade 1 in bezug auf y usw.; es ist vom Grade Null in 
bezug auf z, denn es enthält keinen Faktor, der gleich z ist. 

Der Grad eines Monoms in hezug a/af die Gesamtheit 
mehrerer Buchstaben wird erklärt als die Summe seiner Grade 
in bezug auf jeden dieser Buchstaben. Zum Beispiel ist das 
oben geschriebene Monom vom Grade 3 in bezug auf die 
Gesamtheit der Buchstaben x und y, vom Grade 6 in bezug 
auf die Gesamtheit der Buchstaben a, h, c*^ sein Gesamtgrad, 
d. h. sein Grad in bezug auf alle Buchstaben, die es enthält, 
ist 9. 

Erklärung. Unter dem Grad eines Polynoms in bezug auf 
einen Budistahen versteht man den Grad des Gliedes, dessen 
Grad in bezug auf diesen Buchstaben der höchste ist. Ebenso 
erklärt man den Grad eines Polynoms in bezug auf die Ge- 
samtheit mehrerer Buchstaben. So ist das Polynom: 

Za^a? + 6a*a; — a^x^ 

vom Grrade 5 in bezug auf a und vom Grade 3 in bezug auf x. 
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Sein Gesamtgrad ist 7. Der Gesamtgrad ist also nicht gleich 
der Summe der Einzelgrade; denn das Glied, dessen Grad in 
bezug auf a der höchste ist^ ist verschieden von dem Gliede, 
dessen Grad in bezug ahf x der höchste ist. 
Das Polynom: 

T^+3x^+6-2ar^+x + x^ 

ist vom Grade 2 in bezug auf x. Man sieht dies^ wenn man 
die ähnUchen Glieder zusammenfaSt; denn alsdann kann man 

dafür schreiben: 

Sx^+6 + X, 

Man hätte nicht sagen dürfen^ daß das Polynom in bezug 
auf X vom Grade 3 sei; denn die Torhergehende ErkUlrung des 
Grades gilt nur unter der Voraussetzung, daß das Polynom 
bereits nach den Regeln von Nr. 116 soweit wie möglich ver- 
einfacht worden ist. 

118. Oeordneto Polynome. Erklärung. Ein Polynom 
nach einem Buchstaben x ordnen^ heißt, alle Glieder von 
gleichem Grad in bezug auf diesen Buchstaben zusammenfassen 
und sie entweder in der Reihenfolge der wachsenden Grade 
oder in der Reihenfolge der fallenden Grade anordnen. Es sei 
zum Beispiel das Polynom gegeben: 

x^+o!^—^x^—5x^+x^—6 + Ix, 

Um es zu ordnen, muß man es entweder folgendermaßen 

schreiben: 

X^ — oir^—5x^+ Tic— 6, 
oder auch so: 

— 6 + Ix — öx^—x^+x^. 

In dem ersten Fall ist es nach fällenden Potenzen von x ge- 
ordnet; im zweiten Fall nach steigenden Potenzen, 
Es sei jetzt das Polynom gegeben: 

ax + 3a?* + b + cx^— a^x^— bx — 8. 

Um es nach fallenden Potenzen von x zu ordnen, schreibt 

man es so: 

3x^+ CO?— a^x^-\- aa; — 6a? + 6 — 8. 

Zuerst kommen also die Glieder, die a?* enthalten; es folgen 
dann die Glieder, die x enthalten, und endlich schreibt man 
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«lle Glieder hin^ die den Buchstaben x nicht enthalten oder, 
wie man sagt, Yon x unabhängig sind. 

Indem man den Begriff des Wortes Koeffizient (Nr. 113) 
erweitert; erfährt auch der Begriff der Ähnlichkeit von Monomen 
«ine Erweiterung; und man kann das Polynom weiter verein- 
fachen (Nr. 116): 

(3 + c - a^)x^+ (a - 6)a? + 6 - 8. 

Man sagt; daß in diesem geordneten Polynom 3 -f- ^ ~ ^^ 
der Koeffizient von x^, a — b der Koeffizient von x und ft — 8 
d(is von X unabhängige Glied ist. Bei dieser Auffassung wird 
das Polynom so angesehen, als ob es nur 3 Glieder hättQ; 
•es ist also ein Trinom in X] dem Buchstaben x hatte man ja 
«ine besondere Aufmerksamkeit zugewandt. 

119. Häufig verteilt man, wie im letzten Beispiel, die 
Buchstaben, die in einem Polynom vorkommen, in zwei 
Oruppen. Die einen nennt man unbekannte oder Veränder- 
liche; man bezeichnet sie meistens durch die letzten Buchstaben 
•des Alphabets: x, y, z^ u, v, Wy t, s , . , Die andern, die man 
als bekannt ansieht, werden gewöhnlich durch die ersten Buch- 
staben des Alphabets: üy b, c , , . dargestellt. Man ist freilich 
unter Umständen gezwungen, eine bekannte Größe mit x und 
•eine unbekannte mit a zu bezeichnen; dann macht man aber 
auf diese Abweichung von dem allgemeinen Gebrauch vorher 
ausdrücklich aufmerksam. 

Wenn man bei einem Polynom, das bekannte und un- 
bekannte Ghrößen enthält, ohne nähere Angaben von seinem 
Grade spricht, so ha/ndeU es sich immer um den Grad in beeug 
<mf die Gesamtheit der Unbekannten. Zum Beispiel sagt man, 

das Polynom: 

(a*— V)x + (^y — d — X — y 

sei vom ersten Grad (nämlich in x und y). 

In diesem Falle sieht man die Glieder als ähnlich an, die 
dieselben Unbekannten mit denselben Exponenten enthalten, 
kümmert sich also nicht um die anderen Buchstaben und faßt 
alsdann die ähnlichen Glieder zusammen, wie wir es bereits 
in Nr. 118 getan haben. 

Hat man zum Beispiel das Polynom: 
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— a^x^y + 3a;*y — hxy^ + cxy^ + ax + Sx — y, 

so schreibt man: 

(- a^+S)x'y +i-b + c)xy^+ (a + 3)x - y; 

es ist ein Polynom vom dritten Grad in x und y, der Koeffi- 
zient von x^y ist (— a* + 3) usw. 

IL Addition, Subtraktion, Multiplikation von Honomen 

und Polynomen 

120. Die Regeln für die Rechnung mit den Monomen 
und den Polynomen sind eine unmittelbare Folge der B^eln 
und Lehrsätze für die Rechnung mit Zahlen. Wir haben in 
der vorhergehenden Nummer bereits einige dieser Regeln 
benutzt, die so gut wie selbstverständlich sind. Der Voll- 
ständigkeit halber wollen wir sie jedoch hier wieder aufFühren. 

121. Addition und Subtraktion der Monome. Die 
Regeln 13 und 14 in Nr. 114 bezogen sich auf den Fall, daB 
sämtliche vorkommende Monome ähnlich waren. Diese Ein- 
schränkung heben wir jetzt auf 

Regel 16. Um mehrere Monome jsu addieren, braucht man 
sie nur mit ihren Vorzeichen hintereinander au setzen. Um ein 
Monom zu subtrahieren, braucht man nur das entgegengesetzte 
Monom, d, i. das Monom mit dem entgegengesetzten Koeffizienten, 
zu addieren. 

Diese Regel liefert als Ergebnis ein Polynom, in dem man, 
wenn es möglich ist, die ähnlichen Glieder zusammenfaßt. 

Beispiel I. Die Monome 

15a^x, — 3a*ic, 15a*y, — a^x, — a^y 

zu addieren. 

Man erhält das Polynom: 

Iba^x — Za^x + Iba^y — a^x — €?y, 

das man einfacher so schreibt: 

Wa^x + 14a^i/. 

Beispiel II. Die Monome: 

a^rc, — a^y, a^ 

Borel-Stäokel, Die Elemente der Mathematik I 18 
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zu addieren und yon dem Ergebnis die Monome: 

— a^Xy — Sa^y, — a*, 2a^y 
zu subtrahieren. 
Man erhält: 

a^x — a^y + a*+ a^x+ Sa^y + a*— 2a^y, 

oder einfacher: 

122. Addltton nnd Subtraktion der Polynome. 

Hegel 16. Um ein Polynom eu addieren oder zu subtrdhiererf, 
hrcmcht man nur nacheinander alle Glieder dieses Polynoms zu 
addieren oder subtrahieren. 

In dem so erhaltenen Ergebnis faßt man, wenn es mög- 
lich ist, die ähnlichen Glieder zusammen. 

Beispiel I. Folgende Polynome zu addieren: 

Sa^x + b^+6 + a\ 

~36«-6a*+ 15a«a;-9. 

Man erhält das Polynom: 

Sa^x+ 6»+ 6 + a^~ 6»- 8 + 2a^+Sa^x - 3&«- 6a* 

+ löa^x — 9. 

oder, wenn man die ähnlichen Glieder zusammenfaßt: 

21a2a:-362-3a*- 11. 

Beispiel II. Das Polynom: 

Sa^x — QaV— 6a^x^ 
von dem Polynom: 

9a^x + ISa^x^— a^x^ 
abzuziehen. 

Man erhält: 

9a^x + ISa^x^- aV- Sa^x + 9aV+ Ga^x^, 

oder einfacher: 

6a^x+21a^x^+ba^x^, 

Die zuletzt ausgesprochene Regel kann durch eine andere 
ersetzt werden, wenn man die einzelnen Polynome, die addiert 
oder subtrahiert werden sollen, in Klammem einschließt. Es 
gilt dann die Regel 6 (Nr. 90), die wir hier noch einmal aus- 
sprechen: 
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Stellt vor einer Klammer ein Plttsaeicheny so darf man die 
Klammer fortlassen. Steht vor einer Klammer ein Minuszeichen^ 
so darf man die Klammer fortlassen^ wenn man gleichzeitig jedes 
Vorzeichen umkehrt. 

Beispiel. Es sei zu berechnen: 

a« + 62- (3a8__ 26«) + (- a»+ b^ ~ (- (>a»+ 46«). 
Man erhält: 

a^+ 6«~ 3a3+ 2&3- a»+ 6»+ 6a«- 4ft«, 

oder, wenn man die ähnlichen Glieder zusammenfaßt: 

Sa». 

Anmerkung. Um das Zusammenfassen der ähnlichen 
Glieder zu erleichtern^ ist es häufig bequem^ alle einander ähn- 
lichen Glieder untereinander zu schreiben; diese Bemerkung 
ist besonders nützlich ^ wenn man geordnete Polynome addiert. 

Beispiel. Die Summe der Polynome zu bilden: 

8-x^ 

Man setzt die Rechnimg so an: 

Sx^ -bx^ +3x -4 

-2x^ -x^ - 6 

9x^ -Qx -7 

-x^ 4-8 



O'X^ +Sx^ -3x -9. 

Man addiert die Koeffizienten gleicher Potenzen von x, 
die untereinander stehen^ und erhält so das gesuchte Ergebnis: 

0.x»+3:r*-3a;-9, 

d. h.^ da ein Monom mit dem Koeffizienten Null gleich Null ist: 

3a;^-32;-9. 

123. Multiplikation der Monome. Das Produkt 
zweier Monome ist ein Monom, das zum Koeffizienten das 
Produkt der Einzeikoeffizienten und zum Biichstabenbestandteü 
das Produkt der Bmhsiabenhestaridteüe hat, 

18» 
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Es seien zum Beispiel die beiden Monome zu multiplizieren : 



3 5 5 

Das Produkt von -j- mit — y ist — ^ • Das gesuchte 

Produkt ist daher: 

— —x^yabK 

Ebenso ist das Produkt der Monome: 

gleich : 

-T-ab^a^b oder ^(^^b\ 

Jeder in dem Produkt vorkommende Buchstabe hat also 
zum Exponenten die Summe der Exponenten, die er in den 
beiden Paktoren besitzt. Aus dieser Bemerkung leitet man 
folgende Regel ab: 

Begel 17. TJm das Produkt zweier oder mehrerer Monome 
m bilden^ schreibt man stierst das Produkt der Korffiisienten hin. 
Darauf schreibt man alle verschiedenen Buchstaben, hin, die in 
den Faktoren vorkommen, und versieht jeden mit einem Ex- 
ponenten, der gleich der Summe der Exponenten ist, die er in 
den verschiedenen Faktoren hatte. 

Es sei zum Beispiel das Produkt folgender Monome zu 
bilden : 

a^Vc, j^ax^'fy — -^ab^x^. 



|/2" 1/2 



3 



DasProdukt der Koeffizienten -^, 7^, — z- ist -x— z— = 5. 

1/21/2 3 2 3 

Der Exponent des Buchstaben a muß 3 + 1 + 1=5 sein, der 
Exponent von b ebenso 2 + 3 = 5, der Exponent von c wird 1 ; 
als Exponent von x ergibt sich: 2 + 2 = 4, der Exponent 
von y endlich ist 3. Mithin ist das Produkt gleich: 

ba^b^cyf'y^. 

124. Multiplikation eines Polynoms mit einem 
Monom. Regel 18. XJm ein Polynom mit einem Monom bu 
multiplizieren, hat man jedes Glied des Polynoms mit dem 
Monom zu multiplizieren und die erhaltenen Produkte zu addieren. 
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Beispiel. Es sei das Polynom: 

mit dem Monom: 

— ahx^ 

zu multiplizieren. Man erhält: 

— 3a^bx^+ 2a¥x^— abx^— babx^y. 

125. Multiplikation zweier Polynome. Regel 19. Um 
zwei Polynome 0u multiplizieren, braucht man nur das eine von 
ihnen nach und nach mit allen Gliedern des anderen zu rmltir 
plizieren und die erhaltenen Ergebnisse zu addieren, 

Beispiel. Es sei das Polynom: 

a^b-ab + U^ 
mit dem Polynom: 

zu multiplizieren. 

Man multipliziert zuerst das erste Polynom mit a^, wo- 
durch sich ergibt: 

a^b-a^b + ia^b^. 

Alsdann multipliziert man es mit — 2 ab und erhält: 

-2a3&»+2a«62-6a&8. 

Endlich multipliziert man es mit ^V, und findet: 

3a«6»-3a6«+96^ 

Man hat jetzt nur noch diese drei Einzelprodukte zu addieren 
und erhält: 

a^b - a^b + Sa^fe^ __ 2a^¥ + 2a^V -&aV+ ^a^W 

-3a6»+96^ 
oder beim Zusammenfassen der ähnlichen Glieder: 

a^b- a^b + ha^b^- 2a^V- 9a&»+ 3a^6«+ 96* 

126. Fall der geordneten Poljrnome; praktisoher 
Ansatz. Hat man zwei Polynome zu multiplizieren^ die nur 
einen einzigen Buchstaben x enthalten^ so ist es bequem^ sie 
zu ordnen und für die Rechnung einen besonderen Ansatz zu 
wählen, den wir an zwei Beispielen erläutern wollen. 

Beispiel I. Es seien die beiden Polynome zu multiplizieren: 

^x^-2x^-+&x + \, 

2x^+bx'-l. 
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Man macht folgenden Ansatz: 

(Sx^- 2x^+ 6x + 1) . (2x^+ 5^-7) 

6a;*- 4x^+ 12a:« + 2x^ 

15a:*-10ic»+30Ä:*+5a: 

-21x^+Ux^-4:2x-l 



6rr'^+ 11^~ 19rr»+ 46a:*- 37a;- 7. 

Man hat zuerst das eine Polynom neben das andere ge- 
schrieben und einen Strich gezogen^ unter den die Einzelprodukte 
hingeschrieben werden^ hier drei an der Zahl. Man erhält sie^ 
indem man das erste Polynom mit jedem der Glieder des 
zweiten Polynoms multipliziert. Diese Produkte sind so unter- 
einandergentellt worden, daß man ihre Summe bequem bilden 
kann. Diese Summe steht unterhalb eines zweiten Striches. 

Beispiel II. 

it^+x^+2x+ 1 
mit 

x^— x^— 1 

zu multiplizieren. Die Rechnung geht so vor sich: 

• (a;*+ a;*-|-2a; +l).(a;»-a:«-l) 



x' 


+ a^+2a;* + 


a;» 










-«• - 


.r* 


2»»- 


X* 








— 


ar* 




x^- 


■2x- 


1 


x"- 


■3^-{-lt? 




3?- 


2x*- 


■2x- 


1. 



Hier sind die Stellen frei gelassen worden, die den Graden 
entsprechen, von denen es keine Glieder gibt. 
Anmerkung. Die Gleichung: 

(a;» + a;* + 2a; + 1) . (a;»*- x^ - 1) 
= a;^ — a;« + a?* — a;» — 2x^ — 2x—\, 

die das Ergebnis der ausgeführten Rechnungen ausdrückt, 
heißt eine Identität; denn die beiden Seiten werden identisch 
(Nr. 77), wenn man sie vereinfacht. Auch die Gleichung: 

x(X'-l)^2x^-x(x + 1) 

ist eine Identität Wir geben unter den Aufgaben einige Bei- 
spiele von Identitäten, welche als solche zu bestätigen sind. 
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III. Division der Monome; Division eines Polynoms dnrcli 

ein Monom 

127. Division der Monome. Man sagt^ ein Monom 
sei durch ein anderes teilbar^ wenn es ein drittes Monom gibt, 
das mit dem zweiten multipliziert das erste wieder hervorbringt. 
Die Regel für die Division ist daher eine unmittelbare Folge 
der Regel für die Multiplikation. 

Begel 20. Der Quotient zweier Monome hü zum Koeffiisienten 
den Quotienten der Einzdkoeffigienten und enthält jeden Buch- 
staben mit einem Exponenten, der gleich ist der Differenz seiner 
Exponenten im Dividendus und im Divisor. 

Beispiel. Es sei Zba^Vxy durch lahx zu dividieren. 

Man erhält: 

ha^hy. 

Man braucht hier den Buchstaben x nicht hinzuschreiben, 
da sein Exponent nach der Regel gleich Null sein müßte. 
Wir sprechen daher die folgende ergänzende Bemerkung aus: 

Bemerkung. Man kann in dem Quotienten jeden Buchstaben 
weglassen, dessen Exponent NuU ist; mit anderen Worten, man 
"kann den Faktor x^ durch 1 ersetzen (vgl. Nr. 49). 

128. Teilbarkeitsregel. Wir haben die Regel für die 
Division unter der Voraussetzung ausgesprochen, daß der 
Dividendus durch den Divisor teübar sei; sie ist dann eine 
unmittelbare Folge der Regel für die Multiplikation. Damit 
Teilbarkeit stattfindet, ist es notwendig und hinreichend, daß 
der Divisor keinen Buchstaben enthält, der nicht im Dividendus 
vorkommt, und daß er die Buchstaben des Dividendus höchstens 
in einem Grade enthält, der gleich ihrem Grade im Dividendus 
ist. Ist der Dividendus nicht durch den Divisor teilbar, so 
beschränkt man sich darauf, die Division anzudeuten, imd er- 
hält also einen Bruch. 

129. Division eines Polynoms duroh ein Monom. 
Begel 21. Um ein Polynom durch ein Monom zu dividieren, 
hat man nacheinander alle Glieder des Polynoms durch das 
Monom zu dividieren und die erhaltenen Ergebnisse zu addieren, 

Beispiel. Das Polynom: 

3a^x^+ babx^+ ax 
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durch das Monom Ibax zu dividieren. Man erhält: 

i^^' + i^^' + Fö- 

Anmerkung. Damit ein Polynom (in dem man die ähn- 
lichen Glieder zusammengefaßt hat) durch ein Monom teilbar 
ist^ ist es notwendig und hinreichend, daß jedes seiner Glieder 
durch das Monom teilbar ist. 

130. Bemerlmng Aber die Division. Ist die Division 
nicht ausführbar, so beschränkt man sich darauf, sie an- 
zudeuten, indem man die Bezeichnungsweise der Brüche an- 
wendet. Sind nämlich A und B zwei beliebige algebraische 

Ausdrücke, so bedeutet das Zeichen ^ einen algebraischen 

Ausdruck, dessen Wert gleich dem Quotienten des Wertes von 
A durch den Wert von B ist, also gleich dem Quotienten von 
A durch B] denn nach der Erklärung der Division ist: 

^B^A. 

Bei den Anwendungen, die man von dieser grundlegenden 
Gleichung zu machen hat, muß man besonders auf den Fall 
achten, wo B für gewisse Werte, die man den darin vorkom- 
menden Buchstaben erteilt, gleich Null wird. Man kann näm- 
lich nichts darüber aussagen, was der Quotient einer Zahl 
durch Null sein soll; wir werden erst später in der Lehre 
von den Gleichungen ersten Grades sehen, daß man darauf 
geführt worden ist, einen solchen Quotienten mit dem Zeichen 
oo zu bezeichnen, das man unendlich ausspricht (vgl. Nr. 111); 
dort werden wir auch den Fall erörtern, wo A und B gleich- 
zeitig Null werden. Hier wollten wir nur hervorheben, daß 

man vorsichtig sein muß, wenn der Nenner B eines Bruches ^ 

gleich Null wird, und daß wir diese Frage noch eingehender 
untersuchen werden. 

Diese Bemerkimg gilt insbesondere auch ffir die folgende 
Nummer, mit der wir dieses Kapitel schließen wollen. 

181. Bationale Brflche. Erklärung. Unter rationalen 
Brüchen versteht man Brüche, deren Glieder Polynome oder, 
im besonderen Fall, auch Monome sind. 
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Folgende Ausdrücke sind Beispiele von rationalen Brüchen: 

3a*& a — b a* + a;* — y' 

öFc« ' c-d' a^x* — y*+^ * 

Unter dem Grade eines rationalen Braches versteht man 

den Grad des Bestandteils^ dessen Grad, der höhere ist. Zum 

Beispiel ist der Bruch: 

ax-{'h 

7ix~+b'' 

den wir später eingehend untersuchen werden, vom ersten 
Grade in x. Er ist sogar der allgemeinste Ausdruck eines 
Bruches vom ersten Grade in x, wenn man annimmt, daß 
a, h, a\ V hdiehige von x unabhängige, d. h. x nicht ent- 
haltende algebraische Ausdrüclce bezeichnen. 

Für die Rechnung mit rationalen Brüchen gelten dieselben 
Regeln wie für die Rechnung mit Zahlenbrüchen. Dies folgt 
sofort aus Nr. 22, 54, 130 und aus dem Umstände, daß die 
Regeln, die für Zahlen gelten, auch für Buchstaben gelten. 

Insbesondere kann man die Brüche vereinfachen, indem 
man den Zähler und den Nenner durch einen gemeinsamen 
Faktor dividiert (Kürzen). Man kann auch mehrere Brüche 
auf denselben Nenner bringen, indem man jeden von ihnen 
mit einem passend gewählten Faktor erweitert. 

Sind Zähler und Nenner eines Bruches Monome, so gelten 
für die Bildung des g. g. T. und des k. g. V. dieselben Regeln 
wie in der Arithmetik für die Produkte von Primfaktoren, 
und es ist daher sehr leicht, solche Brüche auf ihren ein- 
fachsten Ausdruck zu bringen, sowie mehrere Brüche auf den 
Hauptnenner zu bringen. Dabei wird ein Bruch für einfacher 
angesehen als ein anderer, wenn Zähler und Nenner von niedri- 
gerem Grade sind; das will nicht sagen, daß sie Meiner sind, 
denn ihr Größenverhältnis hängt offenbar von den Werten ab, 
die man den darin vorkommenden Buchstaben gibt. Eine 
ähnliche Bedeutung muß dem Begriff Hau/ptr^enner gegeben 
werden. 

Es sei zum Beispiel der Bruch gegeben: 

3a*&c 



202 Algebra 

Man yereinfacht ihn, indem man ihn durch Sabc kürzt, und 
erhält 





a 


Nimmt man aber: 


2c 


a= 10, 


fc=- 0,001, 


so hat man: 






3a^hc = 6, 




6abc^ - 24, 



c = 20, 



so daß aus dem gegebenen Bruch — , aus dem vereinfachtest 

Bruch dagegen jr wird. Man muß trotzdem vom algebraischen 

Standpunkte aus den zweiten Bruch für einfacher ansehen als 
den ersten. 

Sind die Nenner der Brüche Polynome, so können wir 
hier nicht die allgemeinen Regeln angeben, nach denen man 
den g. g. T. und das k. g. V. ihrer Nenner findet. Man muß 
sich also darauf beschränken, zunächst die Brüche zu verein- 
fachen und darauf jeden von ihnen mit dem Produkt der 
Nenner der anderen Brüche zu erweitem, es sei denn, daß die 
Übung im Rechnen irgend eine Vereinfachung an die Hand gibt. 



Aufgaben zu Kapitel XIII 

230. Fasse die ähnlichen Glieder in den folgenden Polynomen zu- 
sammen : 

ISo'a; — Sa» — 25a*a? + a' -f 6« — 12a + 356*, 

a;8 — 5a; + Sa;^ — 8a;* — 12a; + ^x^ + --x + 15, 
3 3 

—X -f- 5x* — 12a;*y -|- r^' — ^ — ^^* — ^*2/t 

g ^ A 1 

-—X — 4a; — 6a; + 12 4--^ + ^' —^ ö"^** 

231. Bilde das Produkt der Monome: 

12a*&c und 13a6c*, 

4xy* und .r-a;y, 
16a;*y^ und t-xz^ 
4a6c und —a^bx, 

o 
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232. Bilde das Produkt der sechs Monome: 

2 1 

— a'd, 2abx, ^axy -^xy, 9y*, Bxy . 

6 D 

233. Bilde das Produkt der sechs Monome: 

Sax, — 2aa;*, — 3a*a;\ -z-ay, —y\ 0,2x. 

o 

234. Bilde das Produkt der fünf Monome: 

-r-aXy — 3a;*, — 3a;y, 12aÄ;', — oy*. 
236. Bilde das Produkt folgender Monome: 

—ax^y -j-a^hxy, — — a'a;*y*. 

236. Bilde das Produkt folgender Monome: 

---a*rc^ -—-a*x\ — ^a'a?', -—abx^. 

237. Bilde das Produkt folgender Monome: 

— Ya•Ä^ —abcx''y, ^a*c*2/^ ——xy^. 

238. Addiere folgende Polynome: 

Zx* + ax + Q, 

— 5aj + 3aa;* + c+ 6, 

— 8aa; + 6aj' + c* + 6 

und ordne das Ergebnis nach x. 

239. Addiere folgende Polynome: 

6x^ — 8aaj* + 6bx — c, 
ax^ — 3a;' — 4c — 12bXy 
9cj5* 4- 12aaj» + 56aj — 15 

und ordne das Ergebnis nach x. 

240. Multipliziere das Polynom: 

13aa; — 2y« + — ay + 6y» 

mit dem Monom — 6axy. 

241. Multipliziere das Polynom: 

— 3a;* + 12aa; + 5 — 3a;* 
mit dem Monom 2aa;. 

242. Multipliziere die Polynome: 

3a;* — bax — 4, 
2a; — 3a. 
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243. Multipliziere die Polynome: 

3a;* — öic — 2, 
3aj — 4. 

244. Multipliziere folgende drei Polynome: 

(a^bx — x*) (x + y) (« + 3). 

246. Multipliziere a-^-b mit a — b. 

.246. Multipliziere a* + ab-\-b* mit a — b. 

247. Multipliziere a' + a*5 + a6* + &• mit a — b. 

248. Multipliziere a* + a'& + a*6* + a&' + b* mit a — 6. 

249. Multipliziere a* — a*6 + a"6* — a&' + 6* mit a + 6. 

260. Berechne das Quadrat von a -|- &. 

261. Berechne die dritte Potenz von a-\-b. 

262. Berechne das Quadrat von a + b-^c, 

263. Berechne die dritte Potenz von a^-b-^-c. 

264. Berechne das Quadrat von a -{- b -\- c -{- d. 

266. Multipliziere a;* + 2 a;* — x — 1 mit x* — x — 4. 

266. Multipliziere a;* — 2 mit a;* — 3 a; -|- 6. 

267. Multipliziere a;* — 2 a; + 6 mit a;* + 2 a; + 6. 

268. Bilde das Produkt folgender Polynome: 

3a;»— 6a;* + 6a; — 7, 
2a;* — 6a; + 6. 

269. Bilde das Produkt folgender Polynome: 

2a;* — 6a; + 4, 

4a;* — 8a;+3. 

260. Bilde das Produkt folgender Polynome: 

a;*+ 2aa; + o* — 6*, 

a;* + 2 &a; + &* — a* — Sab 

und ordne das Ergebnis nach x. 

261. Bilde das Produkt folgender Polynome: 

ax*-^bx-\-c, 
ax* + b'x + c' 

und ordne das Ergebnis nach x. 

262. Bringe folgende Brüche auf denselben Nenner: 

1 2 4a 6 a* 

a + b' a — V a^ — b*' a* + 5** 

Man beachte, daß man a* — b* zum gemeinsamen Nenner nehmen kaan. 

263. Kürze folgende Brüche: 

4a»6ca; 16a»6c*a;y Iba^bc^xyz 

2Fc*y* ' bO~abcx*z ' ~ 12Ö6c*y*" ' 
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264. Kürze folgende Brüche: 

g» — 6» g* — 6* g' + d' 

a2__&«' g» — 6»' g»+&»" 

Benutze dabei die Ergebnisse der Aufgaben 246 — 249. 
266. Bilde das Produkt folgender Brüche: 

g'6'a; ah^x* Sab^x 
ab*y * cxz ' 5g*&a;*y 

Vereinfache das Ergebnis. 

266. Bilde die Summe folgender Brüche: 

ax hy g6 + «* — 6*+8g — 6ö 
y ' X ' 'öcy 

267. Führe die folgenden Additionen und Subtraktionen aus: 

g'oj , hy (g* + &*)y* Sgörc* 
y X X* y* 

268. Führe folgende Rechnungen aus: 



e — g g — 6' 
g . 6 . c 



+ T^ + 



& — c c — a a — &' 
g« . &» . c« 



+ :r^ + 



6 — c c — a a — &' 
g» ,_&•_, c» 



fe — c c — g 'g — & 
269. Beweise die Richtigkeit der Identität: 



x^ — a* 2a(x — a) 2g(j5 + g) 

270. Beweise die Richtigkeit der Identität: 

l =_i_f^t L_V 

{x — a){x—b) b — a\x — b x — a/ 

271. Beweise die Richtigkeit der Identität: 

i = i_ . 1 

ix — a)(x — b)(!c — c) {x — a)ia — b){a — e)^(x — b)(J> — a)(J> — c) 

+ L 

{x — c){c — g) (c — b) 

272. Beweise die Identität: 

(g* + b')(x* + y«) « (gar + 5y)» + (gy - bx)*. 
278. Beweise die Identität: 

(a* + h* + e'){x^ + y^ + z^^(ax + by + czy+{bz — eyy + {ex-ae)* 

+ {ay — bxy. 
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274. Beweise die Identität: 

1 



{x — a){x — h) (a? — c) (ä — d) {x — a) {a — h){a — c) (a — d) 

+ ., .. A .. --.+ 



(x — b) (fi — a)(p-'C){h — d) ^ {x — c) (c — a) (c — 6) {c — d) 

^ {x — d){d — a){d — h){d-' c) 

275. Beweise die Identitäten: 

a;'« _ a"* «= (« - a) («*"-* + a«*»-« + \- a"»-^), 

^2m __^8m ^(^x + a) (a;*'^*-^ — aaj*''*-* + a*a;»"*-» «'"*-'), 

a;*'»+ 1 -f. «•'"+* = (« + a) (ä**" — ax*""- ^ -\ h a*'";; ; 

m bedeutet eine beliebige positive ganze Zahl. 

276. Beweise die Identität: 

a\h — c) + h\e — a)-\-e^{a^h) + {a- l){h — c){c — a) = 0. 

277. Beweise die Identität: 

4[(ac' — cay - {ah' — ha) {hc — c6')] 
= (2ac' + 2ca' — &&')' — (&* — 4«c) (&' * — 4a' c'). 



Kapitel XIV 

Gleichungen und Ungleichheiten vom 

ersten Grade 

I. Gleicliimgen ersten Grades mit einer Unbekannten 

132. Allgemeines Aber Oleichungen. Unter einer 
Gleichung (vgl. Nr. 7) verstehen wir im Folgenden die Gleich- 
heit zweier algebraischer Ausdrücke, bei denen ein Buchstabe 
oder mehrere Buchstaben als Unbekannte oder als Veränderliche 
gelten. Eine Gleichung besteht also aus zwei algebraischen Aus- 
drücken, die durch das Zeichen = verbunden sind; dies sind die 
beiden Seiten der Gleichung. Der links geschriebene Ausdruck 
heißt die linke Seite der Gleichung; der andere heißt die rechte 
Seite. Die Glieder, die in den beiden algebraischen Ausdrücken 
auftreten, nennt man auch Glieder der Gleichung selbst. 

Eine Gleichung kann auch eine Identität sein (Nr. 77). 
Ist sie keine Identität, so sind die beiden Ausdrücke nur dann 
einander gleich, wenn man den Buchstaben bestimmte Werte 
zuerteilt. Zum Beispiel ist: 

eine Gleichimg mit einer Unbekannteti ir; Gleichheit besteht 
hier nur für a? = 2, aber nicht etwa für x = \. 
Ebenso ist: 

eine Gleichung mit zwei Unbekannten oder mit zwei Veränder- 
lichen X und y. Sie wird z. B. für x = 2, y = 6 oder für 
a; « - 4, y « — 18 oder für x = 1, y = 2 erfült; nicht erfüllt 
ist sie dagegen für a? = 0, y = 0. Diese Gleichung ist also 
nicht für alle Werte der Veränderlichen x und y, sondern nur 
für gewisse Systeme von Werten dieser Veränderlichen erfüllt» 
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Da die Werte oder Wertsysteme ermittelt werden sollen^ 
für die die vorgelegte Gleichung erfüllt ist, so spricht man in 
solchen Fällen, wie den beiden eben betrachteten, von einer 
Bestimmungsgleichung y die gelöst werden soll. Ein Wert oder 
Wertsystem, wodurch die Gleichung erfüUt wird, heißt eine 
Lösung der Gleichung. 

Häufig betrachtet man Gleichungen, die außer den Ver- 
änderlichen oder den Unbekannten noch andere Buchstaben ent- 
halten, welche man im Gegensatz hierzu Konstante oder ge- 
gebene Größen nennt; man verwendet gewöhnlich (Nr. 78, 119) 
für die Unbekannten die letzten Buchstaben des Alphabets und 
für die gegebenen Größen die ersten. 

Man betrachte zum Beispiel folgende Gleichung: 

üj+ö — 3 = 5ic — 6a + 3y. 

Sie*" ist erfüllt für rc « a, y ^ a — 1; man überzeugt sich 
hiervon, wenn man diese Werte für x und y einsetzt, d. h. 
wenn man x durch a und y durch a — 1 ersetzt. 

133. Allgemeine S&tze. Lehrsatz 60. Man kann zu 
den beiden Seiten einer Gleichung dieselbe Größe addieren, ohne 
die Lösung oder die Lösungen der Gleichung m verändern. 

Aus diesem unmittelbar einleuchtenden Satze folgt der 
wichtige Lehrsatz: 

Lehrsatz 61. Man darf ein Glied einer Gleichung von 
der einen Seite auf die andere bringen, vorausgesetzt, daß man 
das Vorzeichen umkehrt. 

Beweis. Gegeben sei die Gleichung: 

Sru + 5y + 7 = 8a - 9 + a;; 

man soll das Glied x von der rechten Seite auf die linke 
bringen. Dazu braucht man nur — x auf beiden Seiten zu 
addieren. Dann ergibt auf der rechten Seite x — x den Wert 
Null, und man erhält also: 

Sx + öy + l — x^Sa-d, 

womit der Satz bewiesen ist. 

Jetzt kann man offenbar überhaupt alle Glieder einer 
Gleichung auf die linke Seite bringen. Die rechte Seite wird 
dann zu NuU, Somit kann jede Gleichung die Form annehmen: 
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^ = 0, 

wo A einen gewissen mehr oder weniger verwickelten alge- 
braischen Ausdruck bedeutet. Wir werden jedoch fast aus- 
schließlich Gleichungen betrachten^ bei denen sich A auf ein 
Polynom zurückführen läßt. Unter dem Grade der Gleichung 
versteht man alsdann den Grad dieses Polynoms in hezug auf 
die Gesamtheit der Unbekannten, 

Ist A eine Summe von rationalen Brüchen^ so kann man 
diese Brüche auf denselben Nenner bringen und ihre Summe 
bilden. Die Gleichung nimmt dann die Form an: 

wo M und N Polynome sind. Wir wollen nun eine Lösung der 
Gleichung: 

betrachten, wobei wir voraussetzen, daß der Ausdruck M nicht 
von sämtlichen Unbekannten frei ist. Wenn der Nenner N für 
den betreffenden Wert der Unbekannten oder das bei/reffende Wert- 
System von Null verschieden ist, hat die Gleichung Jf = ofiFen- 

bar die Gleichung i^ = ^ z^i* Folge, Verschwindet jedoch auch 

jVfür diesen Wert oder dieses Wertsjstem, so läßt sich nicht an- 
geben, welchen Wert die linke Seite erhält, wenn darin die Werte 
der Lösung eing&idzt werden; denn der Quotient von Null durch 
NuU ist unbestimmt (Nr. 22, 136). 

Es sei zum Beispiel die Gleichung gegeben: 

x^'^Ixlr'i "" ' 
Für ic = 2 ist: 

2« -5. 2 + 6 = 4- 10 + 6== 0, 

2^ -4. 2 + 3 = 4-8 + 3-- 1; 

folglich ist X ^ 2 eine Lösung der Gleichung. Für a: = 3 ist 

dagegen : 

3« -5-3 + 6 = 9- 15 + 6 = 0, 

32_4.3 + 3_9_i2 + 3 = 0; 

folglich ist ä; = 3 keine Lösung. Wir sprechen daher den 
folgenden Lehrsatz aus: 

Borel-Stäokel, Die Elemente der Mathematik I 14 
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Lehrsatz 62. Wenn sich eine Gleichung darauf mrücTcführen 
läßt, daß der Quotient zweier Polynome gleich NuU sein soll, so 
ergeben sich ihre Lösungen, indem man die Werte der ünbeka/nnten 
su6ht, fi4r die der Zähler verschtvindet, der Nenner aber von Null 
verschieden ist 

Die vorgelegte Gleichung ^ = läßt sich also durch die 

Gleichung M=0 ersetzen, wenn man sich vorhdiält, später 
nachzuprüfen, oh die gefundenen Ergebnisse den Nenner N zum 
Verschwinden bringen oder nicht. 

Es kann auch yorkommen, daß der Nenner N eine Zahl, 
zum Beispiel 15 oder 35 ist; einen solchen Nenner darf 
man offenbar stets weglassen, ohne die Lösungen der Gleichung 
zu verändern; wir werden hierfür bald Beispiele geben. 

Wenn der Nenner nur bekannte Buchstaben enthält, also 
etwa gleich 3a — 5 ist, so ist zu beachten, daß er je nach dem 
Werte dieser Buchstaben (hier des Buchstabens a) entweder 
Null oder von Null verschieden ist, welches auch die Werte der 
Unbekannten sein mögen; denn er hängt nicht von den Werten 
ab, die man den Unbekannten gibt. Diese Bemerkung ist von 
Wichtigkeit bei der sogenannten Diskussion der Lösungen der 
Aufgaben, auf die wir bald eingehen werden. 

134. Beispiele von G-leichungen ersten Orades mit 
einer Unbekannten. Beispiel I. Es sei die Gleichung ge- 
geben: 

3 + 5:r = Sa: - 1. 

Wir bringen alle Glieder auf die linke Seite und erhalten: 

5a; - 8a; + 3 + 1 = 

oder durch Vereinfachung: 

-3ä; + 4 = 0. 

Der Grad des Ausdrucks auf der linken Seite in bezug 
auf X ist Eins. Die Gleichung heißt daher eine Gleichung 
ersten Ghrades. Bringt man das bekannte Glied auf die rechte 
Seite, so wird: 

- 3a; = - 4. 
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Damit die Gleichung erfüllt wird, ist es notwendig und 
hinreichend, daß das Produkt von x mit — 3 gleich — 4 ist; 
X muß also nach der Erklärung der Division gleich dem Quo- 
tienten von — 4 durch — 3 sein, und es ist daher: 

_ — 4 _ £ 

Dies ist eine Lösung der vorgelegten Gleichung. Der Leser 
wird sich leicht überzeugen, daß sie die einzige Lösung ist. 
Beispiel II. Gegeben sei die Gleichung: 

6a; + (a; - 3)(a; - 1) = a:» - ^ + ^. 

Werden aUe Glieder auf die linke Seite gebracht und 
die Rechnungen ausgeführt, so erhält man: 

6^ + rc^ - 4a; + 3 - a:« + i^ - ^ = 0, 

7 4 

d. L 

(6-4 + |)a; + 3-^-.0. 

Dies ist also eine Gleichung ersten Grades, die sich auch 

so schreiben läßt: 

17 __ 1 

7 ^"~ 4- 

Hieraus folgt durch dieselbe Überlegung wie vorhin: 

_ 1 1! _ -1 

^~" 4 • 7 ""68* 

Aus diesen Beispielen folgt die Regel: 

Begel 22. Wenn man sich überzeugt hat, daß eine Gleichung 
vom ersten Grade ist, ind^m man alle ihre Glieder auf die linke 
Seite gebracht und soweit wie rmglich vereinigt hat, so schaffe 
mam das hehmnte Glied cmf die rechte Seite; dann erhalt man 
die Losu/ng, indem die rechte Seite durch den Koeffizienten der 
Unbekannten dividiert unrd, 

Anmerkung. Ist eine Gleichung so einfach gebaut, daß 
man in ihr von vornherein eine Gleichung ersten Grades er- 
kennt, so genügt es, aUein den zweiten Teil der Regel anzu- 
wenden, d. h. aUe unbekannten Glieder auf die linke und die 
bekannten Glieder auf die rechte Seite zu bringen. 

14* 
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Beispiel. Die Gleichung zu lösen: 

Man erhält zuerst: 

und darauf nacheinander: 



1 




7 — 


64 




57 


4* 




4 




'^^ 


4 ' 


X = 




67 

• 

4 • 


1 
4 


— 


-57. 



135. OlelohimgeiL mit BnohstabenkoefBlslenten. 

Die Regel 22 gilt auch, wenn die Gleichung außer x andere 
gegebene Buchstaben a, b, c, . . , enthält. Es sei zum Beispiel 
die Gleichung gegeben: 

3ax + 6 = CO? + 4. 

Man schreibt sie so: 

(3a — c)x =» 4 — 6 * 

und folgert daraus, daß x gleich dem Quotienten von 4 •— 6 
durch 3a — c ist, also bei der Bezeichnungsweise der rationalen 

BrQche: 

4 — 6- 
X = 



8a— c* 

Dieser Bruch läßt sich nicht weiter vereinfachen. Hätte 

man aber etwa: 

Sabx = a^^y 

so ergibt sich nach der Regel ftir die Division der Monome: ^ 

a»6« 1 o. 

Aus der Gleichung: 

(a — b)x = a* — 6*, 
folgt endlich: 

Nun gilt aber die Identität (Nr. 77): 

a2-62 = (a-6)(a + 6). 
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Wird also yorausgesetzt, daß a ~ 6 nicht gleich Null ist, so 
ergibt sich durch Kürzen: 

In diesem Falle gibt es nur einen einzigen Wert von a;, 
welcher die Gleichung erfüllt. Wäre aber a — 6 gleich Null, 
so würde die vorgelegte Gleichung zu einer Identität werden, 
also für jeden Wert von x erfüllt sein. 

Aus den vorhergehenden Betrachtungen folgt die wichtige 
Regel: 

Regel 28. TJm eine Gleichimg ersten Grades zu lösen, bringe 
man sie amf die Normalform: 

Ax^B. 

wobei A und B algebraische Ausdrücke sind, die x nicht ent- 
halten. Die Losung wird dann durch die Formel gegd>en: 

_ B 

vorausgesetzt, daß der Nenner A nicht verschwindet. 

186. Diskussion. Wir wollen die Gleichung ersten Grades 
in der Normalform betrachten: 

ax « b, 

in der a und b zwei beliebige gegebene Zahlen bedeuten. Diese 
Gleichung disJcutieren, heißt die verschiedenen Fälle untersuchen, 
die je nach- den Werten von a und b eintreten können; die 
Werte können positiv oder negativ sein, aber auch der Wert 
Null ist möglich. 

1. Wir wollen zunächst annehmen, daß a nicht verschunndet. 
Dann gibt es, wie auch b beschaffen sein mag, eine und nur 
eine Zahl, die mit a multipliziert das Produkt b ergibt; man 

bezeichnet diese Zahl mit -. Die Gleichung ax = b ist daher 

erfaUt, wenn in ihr ^ durch - ersetzt wird, und nur in diesem 

Faüe; sie besitzt also eine einzige Lösung. Wir können mit- 
hin folgenden Lehrsatz aussprechen: 
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Iiehrsats 68. Wenn der Koeffieient a von x nickt ver- 
schioindety so hat die Gleichung ersten Grades ax ^b eine einzige 
Lösimg. 

2. Jetzt betrachten wir den Fall; daß a gleich Null ist. Dann 
wird man sagen^ daß keine Gleichung mehr vorliege ^ da o; in 
den algebraischen Ausdrücken, die einander gleich gesetzt 
werden, gar nicht mehr vorkommt. Dieser PaU kann in der Tat 
überhaupt nicht eintreten, wenn man Gleichungen betrachtet, 
in denen außer x nur Zahlen vorkommen; denn keinem Menschen 
wird es einfallen, eine Gleichung, die x nicht enthält, eine 
Bestimmungsgleichung für x zu nennen. Wenn jedoch die Koeffi- 
zienten Buchstaben sind, kann es sich ereignen, daß man durch 
die Natur der Aufgabe genötigt wird, dem Buchstaben a in 
gewissen Fällen den Wert NuU zu geben. Wie wichtig diese 
Bemerkung ist, wird sich erst im nächsten Kapitel heraus- 
stellen-, wir wollen jedoch schon hier ermitteln, was in diesem 
besonderen Falle aus der Lösung wird. 

2a. Zunächst wollen wir annehmen, daß a = 0, aber b von 
Null verschieden sei. Alsdann existiert keine Zahl Xy die mit a 
multipliziert das Produkt b ergibt; die Gleichung ist also unmög- 
lich. Wenn jedoch a sehr klein ist, so wird — seinem absoluten 

Wert nach sehr groß, und zwar um so größer, je kleiner a ist. 
Man sagt daher auch, daß x für a =» unendlich groß wird, und 
stellt diese Lösung wieder durch das Zeichen oo dar, das schon 
in Nr. 111 und 130 erwähnt wurde. 

2b. Wir wollen endlich annehmen, a und b seien beide 
gleich NuU. Alsdann erfüllt jede Zahl die Gleichung; denn 
jede Zahl ergibt, mit NuU multipliziert, wieder Null. Man 
sagt dann, die Gleichung sei unbestimmt; denn jede beliebige 

Zahl kann als Lösung betrachtet werden. Die Formel a; — ■ — 

gibt in diesem Falle a: = ^, da 6 und a beide gleich NuU sind; 

man nennt daher auch bisweüen — ein Zeichen der Unbe- 
stimmtheit. 

Die vorhergehende Diskussion läßt sich in die folgende 
TabeUe zusammenfassen: 
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Diskussion der Gleichung ax==b | 


Annahmen : 


Die Lösung ist: 


Man sagt, die 
Gleichung sei: 


Formel oder 
Zeichen : 


a + 


eindeutig 


bestimmt 


b 

X — — 

a 


a — 0, &=t=0 


nicht vor- 
handen 


unmöglich 


x^oo 


a — O, 5 — 


eine beliebige 
Zahl 


unbestimmt 



X ss 





IL Systeme von Gleichungen ersten Grades mit mehreren 

Unbekannten 

137. Systeme von Oleiohangen. Man sagt, mehrere 
Gleichungen bilden ein System, wenn man fordert, daß jede der 
Unbekannten oder Veränderlichen, die in ihnen durch denselben 
Buchstaben bezeichnet wird, in aUen Gleichungen immer durch 
dieselbe Zahl ersetzt werden soll. Wenn diese Zahlen alle 
Gleichungen des Systems befriedigen, so bildet das System ihrer 
Werte eine Lösung des Systems der Gleichungen. 

Zum Beispiel hat das System: 

x + y^S 

< 

x + 3y^5 

zur Lösung das Wertsystem x =^ 2, t/ = 1; das System: 

X -{- y -{- 13 =^ 13 
\2x^ + 3y^--'2='4: 

hat zur Lösung das Wertsystem a?==l, y=«2, 5r«10. 

Man sagt, zwei Systeme seien äquivalent, wenn sie die- 
selben Lösungen besitzen, d. h. wenn jede Lösung des ersten 
eine Lösung des zweiten und jede Lösung des zweiten eine 
Lösung des ersten ist. 

Das Verfahren, das wir zur Lösung einer Gleichung ersten 
Grades mit einer Unbekannten benutzt haben, kam darauf hin- 
aus, diese Gleichung durch eine einfachere Gleichung zu er- 
setzen. Um nun ein System von Gleichungen ersten Grades 
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mit melireren Unbekannten zu lösen^ sucht man es ebenfalls 
durch ein einfacheres äquivalentes System zu ersetzen. 

Wir woUen mit gewissen Systemen von Gleichungen ersten 
Grades mit zwei Unbekannten beginnen, die sich durch ein sehr 
einfaches Verfahren lösen lassen; später werden wir den all- 
gemeinen Fall von zwei Gleichungen ersten Grades mit zwei 
Unbekannten eingehend untersuchen. 

188. Systeme Ton swei CHeichnngen ersten Orades 
mit iwei Unbekannten. Ist ein System von Gleichungen 
ersten Grades gegeben^ so vereinfacht man zunächst jede der 
Gleichungen, indem man so verfährt, wie wir es in dem Falle 
einer Unbekannten getan haben, d. h. die unbekannten Glieder 
auf der Unken Seite und die bekannten Glieder auf der rechten 
Seite zusammenfaßt. 

Sind, zum Beispiel die Gleichungen gegeben: 

3 + 2a; « 4 — 5y 
2 — 2y = 6 — 3a;, 

so kann man sie auf die Normalform bringen: 

|3a;-2y = 4. 

Um dieses System zu lösen, woUen wir das sogenannte 
Einsetmngsverfahren anwenden. Es handelt sich darum, Werte 
von X und y zu bestimmen, die diese beiden Gleichungen er- 
füllen. Wäre der Wert von x bekannt, so würde die erste 
Gleichung den Wert von y durch die Formel geben: 

1 — 2a; 1 2 

worin x einen bestimmten Wert hätte. Dieser Wert von y 
muß nach der Erklärung eines Systems auch die zweite Glei- 
chung erfüllen, in der x ja denselben Wert hat Wird nun 
dieser Wert von y in die zweite Gleichung eingesetzt, so er- 
gibt sich: 

Das ist aber eine Gleichung ersten Grades mit der 
einen Unbekannten x, die für x einen einzigen Wert liefert. 
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Kennt man diesen Wert von x, so erhält man den Wert von y 
aus der schon hiogeschriebenen Gleichung: 

1 2 

Wir wollen nunmehr auf die Einzelheiten der Rechnung 
eingehen. Die Gleichung für x liefert nacheinander: 

19 _ 22 



22 

X = — . 
19 



Alsdann wird: 



1 2 19 — 44 —26 — o 






5 5 6.19 6 19 19 • 

Aus diesem Verfahren ergibt sich die folgende Regel: 
Kegel 24. Um ein System von zwei Gleichungen ersten Grades 
mit zwei UnbeJcannten x und y durch das Einsetzungsverfahren 
zu lösen, löst man die eine der beiden Gleichungen in iezug auf 
eine der beiden Unbekannten, etwa y, so auf, als ob die andere 
Unbekannte x gegeben wäre, und setzt den für y erhaltenen 
Ausdruck in die andere Gleichung ein. So erhatt man eine 
Gleichu/ng mit einer Unbekannten x, die man lösen kann. Hat 
man aber den Wert^ von x ermittelt, so kann man, um y zu 
finden, jede der beiden gegebenen Gleichungen benutzen, nachdem 
darin für x der gefundene Wert eingesetzt worden ist. 

139. Fftlle der ITnmöglichkeit nud der ITnbeBtimmt- 
heit. Wir haben die Lösung eines Systems von zwei Glei- 
chungen ersten Grades mit zwei Unbekannten auf die Lösung 
einer Gleichung ersten Grades mij; einer Unbekannten zurück- 
gefOhrt. Je nachdem diese Gleichung bestimmt^ unmöglich 
oder unbestimmt ist, wird das System selber bestimmt, unmög- 
lich oder unbestimmt genannt. Wir haben schon ein Beispiel für 
den bestimmten FaU gegeben, d. h. für den FaU, in dem eine 
und nur eine Lösung vorhanden ist. Im folgenden geben 
wir Beispiele für die FäUe der Unmöglichkeit und der Unbe- 
stimmtheit. 
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Beispiel I. Das System zu lösen: 






" 


4cX + 6y = 15, 

,6a: + 9y = 18. 




* 


Die erste Gleichung liefert: 






15 — 4 

y 6 


a; 15 4 5 
6 6^2 


2 

3 ^' 





Setzt man in der zweiten für y diesen Wert ein, so wird: 

(6-6)a;=18-f--|. 

Der Koeffizient von x ist also gleich Null, das von x unab- 
hängige Glied aber nicht Null; die Gleichung ist immöglich. 
Folglich ist auch das vorgelegte System unmöglich, d. h. es 
gibt keine Werte von x und von y, die es befriedigen. 

Beispiel II. Das System zu lösen: 

4a: + 6y=-18, 

6a; + 9y = 27. 

Aus der ersten Gleichung ergibt sich: 

18 — 4a; « 2 

y r- = ^-3^' 

und die zweite wird: 

6rr + 9(3- 1^)^27, 

(6 - &)x = 27 - 27. 

Das ist aber eine Identität; denn der Koeffizient von x 
und das bekannte Glied sind beide Null. Hier ist x unbestimmt, 
d. h. jeder beliebige Wert von x befriedigt die Gleichung. 
Man kann demnach x willkürlich wählen; y wird alsdann 
durch die Formel gegeben: 

y = 3 - J a:. 

Wird also etwa ;r == 3 gesetzt, so ist y = 1; für ä; = — 3 
ist y = 5, usw. 

Die Unbestimmtheit heißt hier einfach. Darunter versteht 
man, daß man eine und nur eine Unbekannte willkürlich wählen 
kann, und daß die andere Unbekannte dadurch bestimmt ist. 
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140. Systeme von mehr als zwei Olelohnngen. 

Das Einsetzungsverfahren läßt sich ohne wesentliche Änderung 
auf die Losung eines Systems von 3; 4 usw. Gleichungen mit 
3, 4 usw. Unbekannten anwenden. Wir wollen das an 
einigen Beispielen zeigen. 

Beispiel I. Das System zu lösen: 

'2x + 3y + 4t0^ 16, 

5x-8y + 2e^l, 

ßx— y — 2;8r = 5. 

Die erste Gleichung liefert: 



= 



16 — 2aj — 3y 



A 1 3 



Setzt man diesen Wert in die beiden anderen ein, so er- 
gibt sich: 

3« - «^ - 2(4 - y a; - ^1/) =- 5, 
oder vereinfacht: 

4a? + ~y = 13. 

Dies ist aber ein System von zwei Gleichungen mit zwei Un- 
bekannten. 

Die erste dieser Gleichungen liefert: 

y __ — -^ + ^^Xy 



und die zweite wird dann zu: 



d. h. es ist: 



oder endlich: 



4^ + lfö + ä^) = 13, 



80 
19^ 



240 
19 ' 



rr-3. 
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Jetzt wird: 



14 , 8 14 + 24 Q 







19 • 19 

vi 1 3 

4 X 

2 4 



19 



A ^ ^ 1 



Das vorgelegte System ist damit yollstandig gelöst. 
Beispiel II. Das System m Visen: 

x + y + z + t^lA, 

x + e^lO, 

z + 2t^9. 

Die erste Gleichung liefert: 

t^^lA — x — y — z. 

Wird dieser Wert von ^ in die anderen Gleichungen eingesetzt, 
so erhält man ein System von drei Gleichungen mit d/rei Un- 
bekannten: 

x + z =10, 

^ + 2(14~ir-y-£r)«9, 

d. h. vereinfacht: 

4a; + 6y + 4;&=«49, 

x + z^lOy 

\-2x-2y-z 19. 

Die erste dieser Gleichungen liefert: 



z = 



;49 — 4a; — 6y 



49 3 

T-^- o-y 



Hieraus folgt durch Einsetzen: 



x + --x--y^lO, 



_2^-2y-(^^^-|y) = -19, 



d. h. es ist: 



3 9 



1 27 



4 

27 

4 
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Die erste dieser Gleichungen liefert: 

3 

Hier hat man den besonderen Fall^ daß in dieser Gleichung x 
nicht Yorkommt. Das ändert jedoch nichts an dem Verfahren. 
Durch Einsetzen in die zweite Gleichung ergibt sich: 





3 


27 




^ 4-- 


4 ' 


d. h. es ist: 







— ic « — 6, 
a; = 6. 

Da nunmehr x und y bekannt sind, so wird: 

49 3 49 ^ 9 . 

und hieraus ergibt sich endlich: 

^=»14 — a; — y-";8r=14 — 6 — y — 4 = Y- 

Das System ist somit gelöst. 

Anmerkung. Häufig lassen sich die Rechnungen bedeutend 
abkürzen y indem man die Gleichung^ aus der der Wert der 
einen Unbekannten entnommen wird, passend auswählt. Bei 
dieser Auswahl leitet uns vor allem die Erfahrung im Kechnen, 
und im allgemeinen kann man nur sagen, man solle es so 
einrichten, daß möglichst einfache Ausdrücke herauskommen. 

Beispiel. Wir wollen das vorhergehende System wieder 

hinschreiben: 

x + y + z-^rt^lA, 

2y-4^ = -7, 

X + 2^10, 

Man beachte, daß die dritte Gleichung für x einen sehr 
einfachen Wert ergibt, nämlich: 

x^lO — z. 

Wird dieser Wert in die erste Gleichung eingesetzt, die 
einzige, die noch x enthält, so ergibt sich: 
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sodaß die beiden ersten Gleichungen nur noch y und t ent- 
halten. Sie lauten: 

2y-U 7. 

Die erste dieser Gleichungen ergibt: 

y = 4 - «, 

nnd die zweite wird dann zu 

d. h. es ist: 

— 15 _ 5 

~ —6 "*~ 2 ' 
Jetzt erhält man nacheinander: 

2^ = 9 — 2^ - 9 - 5 = 4, 
a: = 10-^= 10-4 = 6. 



III. Lösung und Diskussion eines Systems 
von zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten 

141. Allgemeine Bemerkungeii Aber Systeme von 
Oleichungen. Wir erinnern daran, daß man unt^ einem 
System von Gleichungen die Gesamtheit mehrerer Gleichungen 
versteht, die gleichzeitig, d. h. für dieselben Werte der Un- 
bekannten, erfüllt werden sollen, und daß Löstmg eines 
Systems jede Gesamtheit von Werten der verschiedenen Un- 
bekannten heißt, durch die sämtliche Gleichungen des Systems 
befriedigt werden. Zum Beispiel bilden für das System, das 
am Ende des vorigen Abschnitte behandelt wurde, die Werte: 

x^&, y 2^ ^==4, ^ kl- 
eine Lösung. 

Wir nannten femer zwei Systeme von Gleichungen äqui- 
valent, wenn sie dieselben Lösungen besitzen. Um ein System 
zu erhalten, das einem gegebenen System äquivalent ist, wird 
gewöhnlich das Verfahren angewandt, daß man sogenannte lineare 
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Verbindungen der Gleichungen des gegebenen Systems bildet» 
Was darunter zu verstehen ist, wird sogleich ersichtlich werden. 
Wir wollen zunächst annehmen, daß die Gleichungen des 
vorgelegten Systems, beispielsweise drei an Zahl, so geschrieben 
seien, daß die rechten Seiten zu Null werden, d. h. daß diese 
Gleichungen die Form haben: 

wobei Aj B, C gewisse algebraische Ausdrücke bezeichnen. 
Unter einer linearen Verbindung dieser Gleichungen versteht 
man jede Gleichung von der Form: 

aÄ + bB + cC^O, 

wobei a^ by c Konstante bedeuten. Zum Beispiel ist die 
Gleichung: 

eine lineare Verbindung der gegebenen Gleichungen. Dasselbe 
gilt von der Gleichung: 

10^-^(7=0; 
in diesem Falle ist: 

a=10, & = 0, c = — -7-5 

da b Null ist, kommt B in der linearen Verbindung nicht vor. 
Die Zahlen a, 6, c heißen die den Gleichungen J. = 0, J? = 0^ 
C«=0 entsprechenden Multiplikatoren; damit die lineare Ver- 
bindung einen der Ausdrücke J., B, Cj etwa B, wirklich enthält^ 
ist es notwendig und hinreichend, daß der entsprechende Mul- 
tiplikator b von Null verschieden ist. 

Um eine lineare Verbindung der Gleichungen eines Systems 
herzustellen, ist es nicht gerade notwendig, aUe Glieder auf die 
linke Seite zu schaffen, wie wir es getan hatten. Sind näm- 
lich etwa die Gleichungen vorgelegt: 

Ä=^Ä\ B^B\ C^C\ 

in denen -4, JB, C, Ä\ B\ C beliebige algebraische Ausdrücke 
bezeichnen, so ist: 

A-A^O, B^B'^0, C-~C'«0. 
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Wir bilden jetzt folgende lineare Verbindung: 

a{Ä - Ä) + i{B-B') + c(C- C) - 0. 

Diese Gleichung laßt sich aber auch schreiben: 

aA + bli + cC^ aÄ + IB' + cC\ 

und man erkennt, daß sie aus den gegebenen Gleichungen 
durch die folgende Regel hervorgeht: 

Begel 25. Man erhäU eine lineare Verbindung mehrerer 
gegd)ener Gleichungen, indem man eine neue Gleichung bildet, 
bei der die linke Seite gleich der Summe der Produkte der linken 
Seiten der gegebenen Gleichungen mit gewissen Konstanten ist, 
und die rechte Seite gleich der Summe der Produkte der rechten 
Seiten der gegebenen Gleichungen mit denselben Konstanten, in 
derselben Beihenfolge genommen. 

In der Praxis ist es bequem^ die Multiplikatoren hinter 
die vorgelegten Gleichungen zu schreiben; femer stellt man, 
wenn es angeht^ die ähnlichen Glieder in dieselbe Spalte. 

Beispiel. Um eine lineare Verbindung der folgenden 
Gleichungen zu bilden: 

4ic - Sisr + y « 2, 
xr — ic — 3y = — 6, 

benutze man die Multiplikatoren: 

2, -1, -2. 

Man legt die Rechnung folgendermaßen an: 

2x— y =5 2, 

4cx+ y — Sz^2 —1, 

-rr — 3y+ ^ = -6 —2. 

Jetzt ergeben sich die Koeffizienten einer jeden Unbekannten 
in der linearen Verbindung, indem die Summe der Produkte 
gebildet wird, die sich ergeben, wenn der Koeffizient dieser 
Unbekannten in jeder einzelnen Gleichung mit dem hinten 
hingeschriebenen Faktor multipliziert wird. Zum Beispiel ist 
der Koeffizient von x: 

2 . 2 + 4 . (- 1) + (- 1) . (- 2) - 4 - 4 + 2 =» 2, 
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ebenso Yon y: 

(_ 1) . 2 + 1 . (- 1) + (- 3) . (- 2) « - 2 - 1 + 6 = 3, 

von z: 

(- 3) • (- 1) + 1 • (- 2) = 3 - 2 - 1, 

und endlich kommt auf der rechten Seite: 

5 . 2 + 2 . (- 1) + (- 6) . (-2) = 10 - 2 + 12 « 20. 
Polglich ist die lineare Verbindung: 

2x + 3y + 0^ 20. 

142. Äquivalenz zweier Systeme. Jede lineare Ver- 
bindung mehrerer Gleichungen ist offenbar für alle Wertsysteme 
der Unbekannten erfüllt, die diese Gleichungen erfüllen; denn 
wenn für gewisse Werte der Unbekannten: J^ == 0, JB = 0, 
<7=-0 ist, so ist aA + hB + cG = 0^ wie auch die Zahlen 
«, 6, c beschaffen sein mögen. Um also ein System von 
Gleichungen zu bilden, das einem gegebenen System von 
Gleichungen äquivalent ist, wird man so viele lineare Ver- 
bindungen der Gleichungen des vorgelegten Systems benutzen 
müssen, als Unbekannte vorhanden sind. Während aber offen- 
bar einem System, das aus linearen Verbindungen der Glei- 
chungen eines gegebenen Systems besteht, alle Lösungen dieses 
ersten Systems zukommen, braucht das Umgekehrte durchaus 
nicht der Fall zu sein, sodaß die Frage nach der Äquivalenz 
mit der Aufstellung beliebiger linearer Verbindungen noch nicht 
erledigt ist. Es wird jedoch für das Folgende vollständig ge- 
nügen, einen sehr wichtigen Fall anzugeben, in dem sicher 
Äquivalenz besteht 

Lehrsatz 64. Ist ein beliebiges System von Gleichungen 
gegeben j so ergibt sich ein äquivalentes System ^ indem ma/n 
eine der Gleichungen, dieses Systems durch eine lineare Ver- 
bindung ersetzt, die diese Gleichung wirklich enthält, d. h. für 
die der Multiplikator, der der zu ersetzenden Gleichung entspricht, 
von NuU verschieden ist. 

Es sei etwa das System gegeben: 

1^ = 0, 

lc = o. 

Borel-Stftokel, Die Elemente der Mathematik I 15 
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Nach dem Lehrsatz 64 ist ihm das folgende System äquivalent: 

(H) laÄ + iB+cC^O, 

jedoch nur unter der Bedingung, daß 6 von Null verschieden 
ist^ d. h. daß die lineare Verbindung, durch die man die zweite 
Gleichung des Systems (I) ersetzt hat, wirklich diese zweite 
Gleichung enthält. 

Die Notwendigkeit dieser Bedingung liegt auf der Hand. 
Wenn nämlich b Null wäre, so würde offenbar in dem 
System (11) keine Spur von der zweiten Gleichung des 
Systems (I) vorhanden sein, d. h. keine Spur von den Koeffi- 
zienten, die in B vorkommen; da alsdann auch die Lösungen des 
Systems (U) in keiner Weise von diesen Koeffizienten ab- 
hängen, so ist kein Grund vorhanden, daß sie die Gleichung 
J5 = befriedigen. 

Um zu beweisen, daß für jedes von Null verschiedene 6 
das System (II) dem System (I) äquivalent ist, muß man zu- 
erst zeigen, daß jede Lösung von (I) auch (11) befriedigt, und 
darauf, daß jede Lösung von (II) auch (I) befriedigt. 

1. Jede Lösung von (I) befriedigt (II); denn wenn Ä, B, G 
gleich Null sind, so gilt dasselbe von aÄ + bB + cC, 

2. Jede Lösung von (11) befriedigt (I); denn wenn (II) er- 
füllt ist, so sind Ä und C ebenso wie aÄ + bB + cC gleich 
NuU; da aber Ä und C gleich Null sind, so gilt dasselbe von 
aÄ und cC (Lehrsatz 9), sodaß auch bB^O ist; und da b 
nicht gleich Null ist, so folgt daraus 5=0 (Lehrsatz 10). Mit- 
hin ist das System (I) erfüllt. 

Der Lehrsatz 64 ist somit vollständig bewiesen. 

Wir wollen ihn zuerst auf die Lösung und darauf auf 
die Diskussion eines beliebigen Systems von zwei Gleichungen 
ersten Grades mit zwei Unbekannten anwenden. 

143. Elimination durch Addition. Ist ein beliebiges 
System von zwei Gleichungen ersten Grades mit zwei Un- 
bekannten gegeben, so kann man in jeder Gleichung dieses 
Systems die unbekannten Glieder auf die linke Seite und die 
bekannten Glieder auf die rechte Seite schaflFen und darauf die 
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ähnlichen Glieder zusammenfassen. Das System nimmt dann 
die folgende Normalform an: 

iax + hy^c, 
\ax + oy = c ; 

hierin bezeichnen a, h, c, a', V, c entweder Zahlen oder 

algebraische Ausdrücke^ die aus bekannten Größen gebildet sind. 

Wir wollen das System (A) lösen. Bei den Rechnungen^ 

die man anstellt^ um zu der Lösung zu gelangen^ tritt die 

Größe aV —ha auf, die die Determinante des Systems genannt 

wird. Man hat zu unterscheiden, ob diese Determinante von 

Null verschieden oder gleich Null ist. 

Ist zunächst 

aV - ba + 0, 

so sagen wir, es liege der allgemeine Fall vor; in Nr. 145 
werden wir die besonderen Fälle behandeln, in denen 

aV - 6a' = 
ist. 

Wenn die Determinante aV — ba nicht verschwindet, so 
können offenbar die Koeffizienten b und V nicht beide gleich 
Null sein. 

Ist etwa b von NiM verschieden^ so erhalten wir ein System, 
das dem vorgelegten System äquivalent ist, wenn wir die zweite 
Gleichung des Systems durch die lineare Verbindung mit den 
Multiplikatoren V und — b ersetzen. Wir berechnen diese 
Verbindung nach der Regel 25 in Nr. 141: 

ax + by ^ c V 

ax -{-Vy '^ c — 6 

Infolge der Wahl der Multiplikatoren kommt in der 
linearen Verbindung die Unbekannte y nicht vor. Sie ist so- 
mit beseitigt oder eliminiert. Man erhält daher für x die 

Gleichung: 

. {aV — ba)x -= cV — 6c', 

und das vorgelegte System ist dem folgenden äquivalent: 

ax + by ^ c, 
{aV — ba)x = cV — bc\ 

15* 
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Die zweite Gleichung dieses Systems (A') enthält nur 
noch die Unbekannte x. Außerdem ist der Eoe£&zient von x 
genau die Determinante ab' — hd^ die nach unserer Annahme 
von Null verschieden ist. Diese Gleichung liefert demnach für 
X einen einzigen Wert, Setzen wir diesen Wert fiir x in die 
erste Gleichung des Systems (A') ein, so erhalten wir eine 
Gleichung mit einer ünbekanten y, in der der Koeffizient h 
von y von Null verschieden ist. Diese Gleichung liefert also 
fUr y ebenfalls einen einzigen Wert. Da aber das System (A') 
dem System (A) äquivalent ist, so schließen wir jetzt, daß auch 
das System (A) eine einzige Lösung hat. 

Jetzt sei 6 = 0. Dann ist, wie wir schon bemerkten, 6' 
von Null verschieden, da sonst die Determinante aV — ba 
gegen die Voraussetzung verachwinden würde, und es gelten 
die vorhergehenden Überlegungen, wenn darin überall a, b und c 
durch a\ V und c, und umgekehrt a', V und c durch a, b und c 
ersetzt werden. 

Hieraus folgt der Lehrsatz: 

Lehrsata 65. Ist die Determinante aV — ba' von Null 
verschieden j so hat das System (A) immer eine einzige Lösung. 

Wir werden in der Diskussion sehen, daß diese Be- 
dingung nicht nur hinreichend, sondern auch notwendig ist, d. h. 
daß dieser Satz den einzigen Fall angibt, wo die Lösung des 
Systems (A) eindeutig ist. 

144. Au8recliniing der Lösung. Um die Lösung, 
deren Vorhandensein wir soeben bewiesen haben, zu berechnen, 
genügt es, das System (A') aufzulösen. Nun gibt aber die 
zweite Gleichung sofort: 

c6' — hc 



X == 



ab' — ba' 



und wenn man diesen Wert in die erste Gleichung einsetzt, 
so wird diese zu: 

, a(cb' — bc') biac' — ca') 

by =^ c — ax ^ c —; — ir-r- = -S;^ — r-H^ • 

^ ab — ba ab — ba 

Wenn nun b von Null verschieden ist, so folgt hieraus: 

ac' — ca 
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dieser Ausdruck für y bleibt aber auch für !& « gültig; denn 
in diesem Falle ergibt sich sofort 

ac* — ca 

wenn man x aus der Gleichung 

ax^ c 

berechnet und den Wert jr = — in die Gleichung 

ax -^-oy = € 

einsetzt. Die Trennung der beiden Fälle, daß 6 von Null ver- 
schieden oder gleich NuU ist, läßt sich übrigens vermeiden, 
wenn man beachtet, daß sich x aus den Gleichungen des 
Systems (A) eliminieren läßt, indem als Multiplikatoren — c^ 
und a gewählt werden. Auf diese Art ergibt sich nämlich: 

(— a'h + Va)y = — ca + ac. 

Man könnte endlich den Wert von y aus dem Wert von 
X auf Grund der Bemerkung ableiten, daß das vorgelegte System 
sich nicht ändert, wenn darin gleichzeitig x mit y, a mit b und 
a mit V vertauscht wird^). Derartige Bemerkungen sind sehr 
nützlich, denn sie führen dazu die Diskussion zu vereinfachen. 

Welches aber auch das angewandte Verfahren sein mag, 
so gelangen wir zu der Regel: 

Begel 26. Die Lösung des Systems (Ä) wird durch die 

Formeln geg^en: 

cb'-^bc' 
X = 



y = 



ab' — ba' 
ac' — ca' 



wobei der Nenner beidemal die Determinante ab' — ba ist, 
während der Zähler jeder unbekannten sich aus dem Nenner 
ergibt j indem darin jeder Koeffizient der Unbekannten, um die 
es sich handelt, durch das bekannte Glied derselben Gleichung 



1) Wir haben bewiesen, daß die Lösung eindeutig ist; welches 
also auch das Verfahren sein mag, das zu dem Werte von y führt, so 
sind wir doch sicher, daß wir genau den einzigen Wert dieser Un- 
bekannten finden. 
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ersetz wird (d. h. a durch c und a' durch Cy wenn man x sucht/ 
und h durch c und V durch c'^ wenn man y sucht). 

Bei den Anwendungen ist . es häufig bequemer, statt die 
Formebi anzuwenden, die Rechnungen der Elimination wirklich 
auszuführen. Wir geben deshalb noch die folgende Regel: 

Begel 27. Um die Unbekannte x aus dem System {A) zu 
berechnen, bildet num eine lineare Verbindung der vorgelegten 
Gleichungen, indem man zum MuUipliluxtor der ersten Gleichung 
den Koeffizienten von y in der zweiten, und zum Mvittipl/ikator 
der zweiten Gleichung den mit dem entgegengesetzten Vorzeichen 
versehenen Koeffi-zienten von y in der ersten nimmt So ergibt 
sich eine Gleichung, die y nicht mehr enthalt und aus der sich 
X bezeichnen läßt. Um y zu berechnen, "kann man entweder diesen 
Wert von x benutzen, nämlich ihn in eine der vorgelegten Glei- 
chungen einsetzen, oder direkt vorgehen, d. h. eine lineare Ver- 
bindung herstellen, indem man zu Multiplikatoren den Koeffizienten 
von X in der zweiten Gleichung, und den mit entgegengesetztem 
Vorzeichen versehenen Koeffizienten von x in der ersten nimmt 

Bemerkung I. Es ist nicht nötig, sich vorher zu über- 
zeugen, daß die Determinante ab' — ba von Null verschieden 
ist; denn das ergibt sich aus der Rechnung selbst, da ja die 
Determinante gleich dem Koeffizienten von x (oder von y) in 
der benutzten linearen Verbindung ist. Wenn also dieser 
Koeffizient gleich Null ist, so bemerkt man dies unmittelbar 
bei der Anwendung der Regel. 

Bemerkung II. Häufig gibt es einfachere Multiplikatoren, 
als die Regel 27 liefert. Wenn zum Beispiel die Koeffi- 
zienten von Null verschiedene ganze Zahlen sind, so vereinfachen 
sich die Rechnungen, wenn das k. g. V. der absoluten Werte 
der Koeffizienten von x oder von y bestimmt und zum Mul- 
tiplikator jeder Gleichung der Quotient dieser k. g. Y. durch 
den Koeffizienten von x oder von y in dieser Gleichung ge- 
nommen wird; dabei darf man jedoch nicht vergessen, bei einem 
dieser Quotienten das Vorzeichen umzukehren. 

Beispiel I. Es sei das System zu lösen: f 

2n: + 5y«4, 
3ir-2y = 5. 



{ 
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Wir nehmen 2 zum Multiplikator der ersten Gleichung 
und 5 zum Multiplikator der zweiten und schreiben diese 
Multiplikatoren hinter die Gleichungen: 

2x + 5y = 4 
3a;-2y = 5 



2 

5 



19ä: 



-«33 



X 



33 
19 



Wir nehmen nunmehr die Multiplikatoren 3 und — 2: 



2a; + 5y = 4 
3rc-2y=«5 



3 
-2 



Der Leser mache die Probe darauf^ ob die für x und y 
gefundenen Werte wirklich die Gleichungen des Systems er- 
füllen. 

Beispiel 11. Das System zu lösen: 



{ 



4a; + 6y = 9, 
2a; + 9y=.7. 



Da die Koeffizienten 6 und 9 von y nicht relativ prim 
sind, so ist ihr k. g. Y. 18 kleiner als ihr Produkt. Es ist 
daher von Vorteil, 3 und — 2 zu Multiplikatoren zu nehmen; 
um X zu eliminieren, wird man nachher die Multiplikatoren 
— 1 und 2 wählen. Ein wiederholtes Hinschreiben der Glei- 
chungen wird bei folgendem Ansatz vermieden: 



3 

2 



4a; 4- 6y =• 9 
2a; + 9y= 7 



-1 
2 



8a; -13 

12y = 5. 

Links haben wir die Multiplikatoren hingeschrieben, die 
die Gleichung für x liefern, rechts die Multiplikatoren für y. 
Jetzt ergibt sich: 
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34-22« 12- 4« 8, 
3.9-2. 7= 27-14 = 13, 

(- 1) . 6 + 2 . 9 ^ 6 + 18 = 12, 

(- 1) . 9 + 2 . 7 ^ 9 + 14 « 5, 



und man erhält die Lösung: 



X =^ -. 



18 



8 ' 



y 



6 
12 



Der Leser möge nachweisen, daß diese Werte die vor- 
gelegten Gleichungen befriedigexu 

Beispiel m. Das System zu lösen: 

\ax+ by^c, 
I a^x + Vy = c^. 

um y zu eliminieren, braucht man nur die Multiplikatoren 
& und — 1, und um x zu eliminieren, die Multiplikatoren — a 
und 1 zu nehmen. Der Ansatz gestaltet sich so: 



h 




ax 


+ 6y-c 


— a 


-1 




€?X 


+ Vy = c* 


1 






{ab- 


- a^)x = 6c — c* 






(- 


- a6 + 6^)y = — ac + c*. 




HierauB folgt: 






c(6 — c) 
^""a(6 ay 

c{c — a) 
^^""6(6 a) 





Dies ist die Lösung des vorgelegten Systems unter der Voraus- 

^etzwng, daß die Faktoren a, 6, 6 — a, durch die dividiert werden 

soll, von Null verschieden sind; denn wenn einer dieser Faktoren 

verschwindet, so verschwindet auch die Determinante, die hier 

den Wert 

ah^ — ha^ = a6 (6 — a) 
besitzt. 

Beispiel IV. Bas System zu Visen: 

x-^ry^lj 



X 

a 



6 -"^ 



Kapitel XIV. Gleichungen u. Ungleicliheiten vom ersten Grade 233 

Um y zu eliminieren^ kann man die Multiplikatoren 1 
und h und um x zu eliminieren, die Multiplikatoren 1 und 
— a anwenden, und erhält so: 

b 



X 



y 



Hieraus folgt: 






„ «(1 + 25) 
^~ a+b > 

6(1 — 2a) 



(A) 



^' a + ft ' 

unter der Bedingung, daß der Divisor a + }> von Null ver- 
schieden ist. 

146. Fall, wo die Determinante Null ist; Dis- 
kussion. Wir wollen wieder das allgemeine System betrachten: 

ax -\- hy =^ c, 

< 

ax + Vy = c. 

Wir haben gesehen, daß dieses System, wenn die Deter- 
minante aV — ab von Null verschieden ist, eine einzige Lösung 
besitzt, und wollen jetzt untersuchen, was geschieht, wenn die 
Determinante aV — ha' verschwindet. 

Wir unterscheiden zwei FäUe. 

Erster Fall. Die Koeffizienten, a, h, a', V sind nicht alle 
gleich NulL Wenn in diesem Falle 

(1) a + 

ist, so können wir die zweite Gleichung des Systems durch 
die lineare Verbindung ersetzen, die sich mittels der Multipli- 
katoren — a und a ergibt. Wir erhalten so das dem System (A) 
äquivalente System: 

/ßx f ax + hy = c, 

\{aV — a'h)y = ac — ca\ 

Nun ist nach Voraussetzung aV — ha' =^Q, Wenn also 

(2) ac' - ca + 

ist, so ist die zweite Gleichung des Systems (B) unmöglich 
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(vgl Nr. 136), d. h. sie wird durch keinen Wert von y be- 
friedigt. Mithin ist auch das System (B) unmöglich, und 
dasselbe gilt von dem äquivalenten System (A). Die An- 
nahmen (1) und (2) ziehen also die ünmöglicMceit des Systems 
nach sich. 

Wir wollen jetzt annehmen, es sei: 

(3) ac' — cd = 0. 

Dann ist die zweite Gleichung des Systems (B) unbestimmt 

(Nr. 136); denn sie ist für jeden bdiebigen Wert von y erfüUt. 

Wird aber der Unbekannten y ein beliebiger Wert erteilt, den 

wir mit y^ bezeichnen, so lautet jetzt die erste der Gleichungen 

des Systems (B): 

ax + hy^ = Cj 

und diese Gleichung liefert, da a von Null verschieden ist: 

a 
Das vorgelegte System besitzt mithin die Lösung: 

a ^ 

in der y^ beliebig gewählt werden darf. Folglich ist dieses 
System unbestimmt, und zwar in der Weise, daß die eine der 
Unbekannten, etwa y, unUkürlich angenommen werden kann; 
wenn für sie aber ein bestimmter Wert, etwa y^, gewählt 
worden ist, so ist die Unbekannte x bestimmt. 

Die Unbekannte, die man willkürlich wählen kann, war 
hier y, weil wir den eineu der beiden Koeffizienten a und d 
von X als von Null verschieden vorausgesetzt hatten. Wenn 
aber einer der beiden Koeffizienten b und V von y von Null 
verschieden ist, kann man ebenso x willkürlich wählen, und y 
wird dann durch x bestimmt. 

Die Unbestimmtheit, die sich hier infolge der Annahme (3) 
darbietet, heißt einfßchy weil nur die eine der Unbekannten 
willkürlich gewählt werden kann und die andere dadurch be- 
stimmt ist. 

Bei der Annahme: 

ao 6+0, 



Kapitel XIY. Gleichungen u. IJngleichlieiten vom ersten Grade 235 



würde man ebenso durch Elimination von y finden^ daß das 
System unmöglich ist, wenn: 

(20 U - cV + 0, 

und unbestimmt, wenn: 

(3') hc' -cV^O 

ist. 

Anmerkung. Es ist nicht überflüssig zu bemerken, daß 
man zu demselben Schluß kommt, daß nämlich das System 
unbestimmt ist, welches auch die Unbekannte sein möge, die 
man eliminiert. Bei verschwindender Determinante aV—ha 
hat nämlich unter den Voraussetzungen (1) und (V) die Be- 
ziehung (3) die Gleichung (3') zur Folge und umgekehrt. 
Denn sind a und h von Null verschieden, so läßt sich die 
Gleichung (1) schreiben: 

Wenn nun die Gleichung (3) erfüllt ist, so ist entweder 
c = c' = und die Gleichung (3') ist ebenfalls erfüllt, oder 
wenn c' nicht gleich Null ist, kann auch c nicht gleich Null 
sein; denn ac' ist nicht gleich Null, weil a nicht Null ist, folg- 
lich kann auch a'c nicht gleich Null sein. Mithin ist c + 0; 
und die Gleichung (3) liefert: 

(5) "'- - ^ . 

Wenn man diese Gleichung mit (4) verbindet, so wird: 
/ci\ a c 

woraus die Gleichung (3') folgt. Ist aber umgekehrt die Glei- 
chung (3') erfüllt, so ist entweder c = c = 0, und die Glei- 
chung (3) ist ebenfalls erfüllt, oder wenn c nicht gleich Null 
ist, kann auch c nicht gleich Null sein; denn hc ist nicht gleich 
Null, weil 6 nicht gleich Null ist, folglich kann auch Vc nicht 
gleich Null sein. Mithin ist c + 0, und die Gleichung (3') 
liefert: 

(5') y-y 

Wenn man diese Gleichung mit (4) verbindet, so ergibt sich 
wieder: 
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woraus die Gleichung (3) folgt. 

Zweiter Fall. Die Koeffusiewten der unbekannten sind 
sämtlich Null. Nach Voraussetzung ist also: 

a==0, a' = 0, 6 = 0, 6' = 0. 

Ist wenigstens eine der Zahlen c und c' von Null verschieden, 
so können offenbar die vorgelegten Gleichungen niemals beide 
befriedigt sein, welches auch x und y sein mögen, da die 
linken Seiten stets zu Null werden und wenigstens eine von 
den rechten Seiten nicht gleich Null ist. 

Ist aber 

c « 0, c' = 

so sind die vorgelegten Gleichungen erfüllt, welche Werte 
auch X und y annehmen mögen. Die Unbestimmtheit ist hier 
eine doppelte*^ denn die beiden Unbekannten können ganz will- 
kürlich gewählt werden. 

146. Zusammenfassiing der Diskussion. Die Dis- 
kussion ist in der Tabelle auf der folgenden Seite zusammen- 
gefaßt worden. Wir werden im folgenden Kapitel bei Ge- 
legenheit der Aufgaben ersten Grades Beispiele der Diskussion 
von Systemen geben, die wir entweder entwickeln oder die al» 
Aufgaben zu behandeln sind. 

IV. Ungleichheiten vom ersten Grade 

147. Zahlen-Ungleichheiten. Unter einer Ungleichheit 
versteht man (vgl. Nr. 7) die Aussage, daß von zwei Zahlen 
die eine größer ist als die andere. Wenn man etwa ausdrücken 
will, daß 4 größer als 3 ist, so schreibt man: 

4>3, 

und liest dies: 4 größer als 3. Man kann auch schreiben: 

3<4, 

was man liest: 3 Meiner als 4. Man sagt, diese beiden Un- 
gleichheiten seien von entgegengesetztem Sinn. Ahnlich wie 
bei den Gleichungen (Nr. 132) nennt man die beiden Zahlen, 
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die in einer Ungleichlieit auftreten ^ deren Seiten. Man kann 
die beiden Seiten einer Ungleichlieit vertauscheny wofern man den 
Sinn wechselt, also kleiner an die Stelle von größer und größer 
an die Stelle von Meiner setzt. 



Diskussion des Systems 



ax -{-by ==^0 
X + b'y = c' 



(ai 
a' 



Annahmen 



Ergebnis 



Formeln 



ab' — ba^O 



Eine einzige 
Lösnng 



ab' 


ba' — 







a4=0 





ac' — ca'^0 



Unmögliches 
System 



ac — ca 







Einfache 
Unbestimmtheit 



a =0 



c und e' sind 
nicht beide Nnll 

C=sO, c'==:0 



Unmögliches 
System 



Doppelte 
Unbestimmtheit 





cb' 


bc' 


X' 


"ab' 


ba 




ac' 


ca' 


y 


^ab' 


ba' 


X 


c- 


a 




y — 


Vo 





X — Xn 



y^Vo 



Anmerkung. In dieser Tabelle bezeichnen x^ und y^ Zahlen, 
die man willkürlich wählen kann. Wenn man in dem Falle 
ab' — & a' =— anstatt a =4= etwa b' =^0 und bc' — c&' =» annähme , 
so müßte man die Formeln durch die folgenden ersetzen: 



aJ = a;o, y = 



c' — a'x. 



V 



Wir erinnern daraU; daß jede negative Zahl kleiner ist 
(Nr. 100) als Null, und daß von zwei negativen Zahlen die- 
jenige kleiner ist, die den größeren absoluten Wert besitzt. 

Es gelten mithin die Ungleichheiten: 

-2<0, 
-5<1. 
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Femer besagt nach Erklämng (Nr. 100) die Ungleichheit: 
, a>6, 

daß die Differenz a — b positiv ist, also 

« 

a-&>0. 
Bezeichnen wir jetzt mit c eine beliebige Zahl, so ist: 

(a + c) — (6 + c) = a — 6. 

Wenn also a — b positiv ist, so gilt dies auch von 

(a + c) — (fe + c), d. h. ist: 

a>b, 
so ist auch: 

a + o> 6 + c. 
Wenn aber: 

a < ft, 
ist, so ist: 

a + c<b + c 
und auch: 

a — c < 6 — c. 

Wir können mithin den folgenden Lehrsatz aussprechen: 
Lehrsatz 66. Der Sinn einer Ungleichheit ändert sich nicht, 

wenn auf beiden Seiten dieselbe Zahl als Summandtis oder Sub- 

trahendus hinzugefügt udrd. 

Zum Beispiel ist: 

-4<-3, 

folglich gelten auch die Ungleichheiten: 

-4 + 12<-3 + 12, 

~ 4 - 15 < - 3 - 15, 
d. h.: 

8<9, 

-19<-18. 

Lehrsatz 67. Der Sinn einer Ungleichheit ändert sich nicht, 
wenn beide Seiten mit derselben positiven Zahl multipliziert oder 
durch sie dividiert werden. Dieser Sinn ändert sich aber, wenn 
beide Seiten mit derselben negativen Zahl multipliziert oder divi- 
diert werden. 

Zum Beispiel ist: 

2<4. 
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Werden die beiden Seiten mit 3 multipliziert, so ergibt sich: 

6 < 12, 
und werden sie durch 12 dividiert, so ist: 

Diese beiden Ungleichheiten haben denselben Sinn wie 
die vorgelegte Ungleichheit. Werden hingegen die beiden Seiten 
mit — 2 multipliziert, so ergibt sich: 

-4>-8, 

oder, wenn sie durch — 2 dividiert werden, so ist: 

-l>-2; 

diese beiden Ungleichheiten haben entgegengesetzten Sinn wie 
die vorgelegte Ungleichheit. 

Um den Lehrsatz 67 zu beweisen, genügt es zu beachten, 
daß das Produkt einer Zahl mit einer positiven Zahl dasselbe 
Vorzeichen hat, wie der Multiplikandus, während das Produkt 
einer Zahl mit einer negativen Zahl das entgegengesetzte Vor- 
zeichen hat, wie der Multiplikandus. Ist also: 

« 

d. h. 

a - & > 0, 

und bedeutet c eine positive Zahl, so ist auch: 

(a — h)c > 0, 
ac — 6c > 0, 
ac> 6c. 
. Ist aber c negativ, so wird: 

{a — h)c < 0, 

ac— bc <. 0, 

ac < bc. 

Derselbe Beweis gilt für die Division. 

148. Ungleichheiten vom ersten Grade. Unter einer 
Ungleichheit vom ersten Grade versteht man eine Ungleichheit, 
in der außer den bekannten Größen eine Unbekannte oder 
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Veränderliche x im ersten Grade vorkommt. So ist zam 
Beispiel die Ungleichlieit: 

eine Ungleichheit vom ersten Grade in x. Eine Ungleichheit 
lösen, heißt ermitteln, für welche Werte von x sie erfüllt ist. 
Die Ungleichheiten vom ersten Grade mit einer Unbekannten 
werden aaf einem Wege gelöst, der dem ganz ähnlich ist, den 
wir für die Gleichungen angegeben haben; man muß nur sehr 
darauf achten, daß der Sinn der Ungleichheit sich ändert, wenn 
diese mit einer negativen Zal^ multipliziert oder durch sie 
dividiert wird. 

Um also etwa die Ungleichheit zu lösen: 

3a;-5>5a; + 8, 

bringe man die Glieder, die x enthalten, auf die linke und 
die anderen auf die rechte Seite. Auf diese Art ergibt sich: 

-2x> 13. 

Hieraus folgt bei Division durch — 2: 

hier ändert sich der Sinn, weil — 2 negativ ist. Damit ist die 
vorgelegte Ungleichheit gelöst; sie besteht also für alle Werte 

13 

von X, die kleiner sind als — y • 

Aufgaben zu Kapitel XIV 

278. Löse die Gleichungen: 

— X — 4 = — X — 2, 
2 3 ' 

3a;— 62a; — 4_ 5a; — 9 
7 ' 3 21~' 

4 

ya;- 2(1 -a;) + 3(1 - 6a;) = |-. 
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Die Gleichungen, die Nenner enthalten, sollen auf zwei Arten gelöst 
werden: mit Wegbringen und ohne Wegbringen der Nenner. 

279. Lose die Gleichungen: 

2 3' 

2a; — 6 3a? — 4 _6a;— 9 

7 I i — — g-g - t 

2x — 1 , ,^ 

hlOic — 3 = 0, 

7 ' ' 

g^_2(l-2a?) + 3(l-4a;) = -i. 

280. Löse die Gleichungen: 

ax — b^cx — d, 

(a — bx)c = (a + bx)dj 

a — bx c — dx 

c a ' 

ax — b a -f- 6 
ex — d c-^-d' 

281. Löse die Gleichungen: 

ax-\-b = cx-\- d, 

a-\-bx c-\- dx 

c a ' 

ax-{-b a — b 
cx-\-d c — d' 

ax — b ax — b' 
ex — d ex — d'' 

282. Löse -die Gleichungen: 

X — a .X — b X — c -^ I ^ _L ^ 

26c "'" 2cä "'" "2"är "" ö' "^ T "*" "c" ' 

a—b,b—e,e—a 
a;— 1~Ä— 2~a; — 3 

X — a X — & X — c %x 



6 + c e -\- a a-\-b a-|-6+c' 
a*4-^ a^ — x 4a6a; + 2a* — 25* 



b^ —X 6' +^ b* — x^ 

283. Löse das System: 

2a;+32/ = 4, 

Bx — 2y = 6. 
Borel-Stäckel, Die Elemente der Mathematik T 16 
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284. Löse das System: 



286. Löse das System: 



( 



286. Löse das System: 



2aj-y = |, 
, 6 



2a; + 8y«6, 
Sx — 6y = 4. 

3 
2« — y = — , 



^ + y=-y. 



287. Löse das System: 



3 6 

3^ 

-r-X — fl/s= 2. 

16 4 ^ 



288. Löse das System: 

4(2aj+3y-5)==i.(a. + 8) + -|-(y-4), 

x + y^l. 

289. Löse das System: 

2aj+y = 3(Ä-6-yy), 

6a; — y = — (2 — Ä — y) . 

290. Löse das System: 

2(2a; + 3y-ö) = |-(a;+3) + A(i/-4), 

x + y^l. 

291. Löse das System: 

2x — y = S^x — 6 + ^ yj, 



bx 



3 



+ y==Y(2 + aj-t/). 



Diese Systeme sollen auf zwei Arten gelöst werden: durch daa 
Verfahren des Einsetzens und durch das der linearen Verbindungen. 
292. Löse das System: 

\ax+l>y^c, 

\ax — 5y = d. 
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I 



293. Uae das System: 

bx — ay^^d. 

294. Löse das System: 

ax'\- by =c, 

a*x-\- b*y = c*. 

295. Löse nnd diskutiere das System: 

ax — by =c, 
a*x — 6*y = c". 
^296. Löse das System: 

{l + l)x + (S + X)y^S + X, 
Xx + {b + X)y^^ + l. 

Diskutiere die erhaltene Lösung je nach den Werten Ton X. 

297. Löse das System: 

(2 + X)x + {S + X)y^l + X, 
Za? + (6 4-X)y=«9 + i. 

Diskutiere die erhaltene Lösung je nach den Werten von X» 

298. Löse das System: 

(a+X)x + {b +X)y^ c+X, 
(a' + X)x + {b' + X)y^{& + X). 

Diskutiere die erhaltene Lösung je nach den Werten von X. 

299. Löse das System: 



[ 



I 











i+ 


1 

y 


= 12, 




^ 




.^ 


2 
X 


3 

y 


= 14. 


Nimm — 

X 


und 


— zu Hilfs- Unbekannten. 

y 


300. 


Löse 


das 


System 


• 
• 












X 


4 


2 

y 

5 

y — 


3-1Ö, 




X 


— 1 


Nimm — 

x — 


— - und 

-1 y 


-zul 


Ulfs- 


Unbekani] 


301. 


Löse 


das 


System 


• 
• 










2 


1 
x+Sy- 

4 


-6 + 


6 a;- 


7 
-8y+12 

14 



= 1, 



2x+3y— 5 5«— 8y+12 



16 
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Nimm 



und 



zu Hilf 8 - Unbekannten . 



2x-\-Sy^6 6a;— 8y-fl2 

Wenn diese Hilfis-Ünbekannten berechnet sind, so hat man, um x und y 
zu finden, ein neues System ersten Grades zu lösen. 

802. Löse das System: 



+ 



Ä— y x+y 
4 5 



-15, 
= 17. 



x—y x+y 
803. Löse das System: 

X — y — z =4, 
x — y — Zz^ 12. 

304. Löse das System: 

x + y + z =3, 
x-^y-^z =6, 
x — y-{'Sz = 12. 

805. Löse das System: 

« + y + £; = m, 
ax-\-by-\- C£^=f:0, 
a^x + &'y + c*z = 0. 

806. Löse das System: 

x — y+2z^~, 

x + y + z =0, 
X — y — 42; = 2. 

807. Löse das System: 

x + Sy — z^t^^, 

2 

1 

X +t=12. 

808. Löse das System: 

z + t +x==b, 

t + x + y=-c, 

[x + y + z =d. 
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309. Löse das System: 

rc — t/ — 2£f = — , 

oc + y + z «0, 
yx — y — 4iEf = 1. 

310. Löse das System: 

ic + Sy — z — *= 1, 
x — y +;? + < = 2, 
X — y — z =6, 
X +«=12. 

311. Löse das System: 

y + Äf+*=20, 
z-\-t +a;=30, 

\x + y-\-z =bO. 

312. Löse das System: 

xyz =^ a{yz — zx — xy) = h{zx — xy — yz)^^ c{xy — yz — zx). 

(Hilfs-Unbekannte). 

313. Löse das System: 

zu -\- uy -{-yz =^ yzu, 

ux-\- xz -\- zu = zux^ 

xy -\- yu-\-ux = uxy^ 

yz -\- z X •\- xy ==^ xyz, 
(Hilfs-Unbekannte). 

314. Löse das System: 

'' 03 + 2/ + ^? — u= 16, 

x^y-\-z-\-u = Zb^ 

Nimm die Summe x -\- y -{- z '\- u '=^ s zur Hilfs-Unbekannten, 

315. Löse die Ungleichheiten: 

2x — 3>6a;— 5, 
4a;--8>8ÄJ — 3, 

^ 3 

^x-%>2x + -. 



1 



>5a;— - 
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316. Löse die Ungleichheiten: 


2a:- 


■3>8a; — 5, 


Sx- 


-8>6a; — 4, 


X — 


3>2x + y, 


8 

X 

4 


>6a;~y, 


— 2a; 


>^x + ^. 



i 



317. Löse die Ungleichheiten: 

ax — b'^ex — <f, 

a — bx c — bx 

e a ' 

318. Lose das System: 

ax +6y -\-ez =<i, 
ax +b'y +e'z ==<r, 
a"x + b"y + e"z==^dr\ 

319. Löse das System: 

a*x-\-b*y=^c*, 
a^x + b^y^c^ 

320. Löse das System: 

ii+f--('-i)- 

Zeige, daß die Lösung dieses Systems auch die Gleichung be- 
friedigt: 

a b fi \ ' c/ 

321. Löse das System: 

a b X\ cj' 

und zeige, daß die Lösung die Gleichung: 

a b X\ cl 
nicht erfUm. 
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322. Löse das System: 

he — cy *^a^ 

ex — az^^ß, 

ay — hx = y. 

Zeige, daß es im allgemeinen unmöglich und daß es unbestimmt 
ist, wenn die Summe yon aa'\-hß '\-cy Null ist. 

323. Kann man l so bestimmen, daß das System: 

{X _|- 8)a; + (X + 6)y = 2i + 6 

imbestimmt ist? Und wenn X so bestimmt ist, wie muß man dann x 
wUhlen, damit y positiv wird? 

324. Löse die Gleichung: 

a;-~8 1 _ X'\- 1 
x-\-^ "^ 2a *" 8a ' 

Wird der Brach — auf die rechte Seite gebracht, so ergibt sich 

durch Ausführung der Subtraktion: 

a? — 8 _ rc — 3 

«+3 8a 

Ist nun X — 3 von Null verschieden, so können diese beiden Brüche 

nur dann einander gleich sein, wenn auch die Nenner einander gleich 

sind, also: 

aj-f 3 = 8a, 
ist; folglich muß 

^ = 8a — 3 

sein. Ist aber x — 3 gleich NM, so brauchen die Nenner offenbar nicht 
übereinzustimmen. Dann ist aber a;ss3; man überzeugt sich leicht, daß 
auch dieser Wert die vorgelegte Gleichung befriedigt. 



Kapitel XV 

Aufgaben vom ersten Grade 

I. Allgemeine Bemerkimgeii 

149. Um eine Aufgabe mit Hilfe der Algebra zu lösen^ 
hat man der Reihe nach 

1. die Unbekannten zu wählen, 

2. die Gleichungen für die Unbekannten aufzustellen, 

' 3. iliese Grleichungen zu lösen und die Lösungen zu dis- 
kutieren, 

4. die Aufgabe zu diskutieren. 

Die Lösung der Gleichungen und die Diskussion der Lo- 
sungen haben wir bereits im vorhergehenden Kapitel behandelt 
und wollen jetzt einige Worte über die drei anderen Punkte 
sagen; zur Erläuterung dieser allgemeinen Bemerkungen werden 
zahlreiche Beispiele dienen. 

150. Wahl der Unbekannten. Wenn man eine Auf- 
gabe mittels der Algebra lösen will, so fragt es sich zuerst^ 
wie man die Unbekannten wählen soll. Diese Frage zerfällt in 
mehrere Teile: 

1. Welche Größen nimmt man zu Unbekannten? 

2. Wie sind die Unbekannten ihrem absoluten Werte nach 
erklärt? 

3. Wie sind sie ihrem Vorzeichen nach erklärt? 

1. Bei einfachen Aufgaben zeigt der Wortlaut der Aufgabe 
in der Regel ohne weiteres, welche Größen man als Un- 
bekannte wählen muß; aber nur die Übung kann lehren, daß 
man in gewissen Fällen gewisse Unbekannte bevorzugen muß^ 
wenn man nicht auf manchmal ziemlich große Vorteile ver- 
zichten will. 

2. Ist über die Größen, die man zu Unbekannten nehmen 
will, verfügt, so ist genau zu erklären, in welcher Weise sie 
durch Zahlen dargestellt werden sollen; denn in den Formein 
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der Algebra iommen nur Zahlen vor. Dazu ist für jede Un- 
bekannte die Einheit genau festzusetzen^ in der man. sie zählen 
will. Wenn man später die Lösung gefunden hat, so gibt 
diese für die Unbekannte eine gewisse Zahl, und um die Be- 
deutung dieser Zahl zu kennen, muß man sich erinnern, welche 
Einheit gewählt wurde. Ferner ist es in manchen Fällen not- 
wendig, einen Anfangspunkt der Zählung festzusetzen, zum 
Beispiel, wenn die Unbekannte die Maßzahl einer Zeit ist. 

3. Bei sehr vielen Aufgaben kann man die Unbekannten 
als positiv oder negativ ansehen. Man miiß sich daher gleich- 
zeitig mit der Wahl der Unbekannten genau über ihr Vor" 
reichen verständigen und sich dieser Obereinkunft erinnern, wenn 
man die Lösung erhalten hat; denn nur so erkennt man ihre 
wirkliche Bedeutung für die vorgelegte Aufgabe. 

Es sei zum Beispiel folgende Aufgabe gestellt: 

Johann ist 3 Jahre 6 Monate und Teter 18 Monate alt 
Kann es vorkommen, daß das Älter Johanns doppelt so groß 
ist als das Peters? 

Man wird hier zur Unbekannten die Zeit wählen, die den 
gegenwärtigen Zeitpunkt von dem Zeitpunkt trennt, wo das 
Alter Johanns doppelt so groß als das Peters sein wird oder 
gewesen ist. Man nimmt daher den gegenwärtigen Augenblick 
zum Anfang der Zeit. Ferner muß man eine Einheit wählen; 
hier nimmt man entweder das Jahr oder den Monat. Endlich 
muß man angeben, ob man die Zeit nach der Zukunft hin 
positiv imd nach der Vergangenheit hin negativ nehmen will 
oder umgekehrt. Diese Festsetzungen ermöglichen es, die 
Gleichung für die Aufgabe anzusetzen und, wenn diese Gleichung 
gelöst ist, das Ergebnis zu diskutieren. 

161. Auftitellung der G-leichungen. Eine Aufgabe 
ansetzen, heißt die Gleichungen hinschreiben, denen die Un- 
bekannten nach dem Wortlaute der Aufgabe genügen müssen^ 
Bedingungen, die nicht in die Form von Gleichungen gebracht 
werden können, werden in der Diskussion behandelt (Nr. 152)^ 
Hier beschäftigen wir uns nur mit Bedingungen, die sich durch 
Gleichungen zwischen den Unbekannten und den gegebenen 
Größen ausdrücken lassen. Bevor man diese Gleichungen hin-; 
schreibt, müssen alle Größen derselben Art durch dieselbe 
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Einlieit ausgedrückt werden, und zwar mit demselben Anfangs- 
punkt der Zählung und denselben Festsetzungen hinsichtlich des 
Vorzeichens. Ohne diese Vorsichtsmaßregel würden die hin- 
geschriebenen Gleichungen überhaupt keinen Sinn haben. 

Es sei zum Beispiel die folgende Aufgabe gestellt: 

Zwei Badfahrer bewegen sich auf der Straße von Hanibtdrg 
nach Frankfurt a, M. Sie befinden sich beide zwischen Ham- 
burg und Frankfurt, und der erste ist 35 km von Hamburg^ 
der zweite 30 km von Frankfurt entfernt. Der erste bewegt sich 
mit einer Geschwindigkeit von 20 km in der Stunde nach Frank- 
furty und der zweite mit einer Geschwindigkeit von 4 m in der 
Sekunde nach Hamburg. Man fragt, wann sie sich treffen 
werden, wenn die Entfernung von Hamburg nach Frankfurt 
548 km beträgt. 

Wir nehmen zur Unbekannten die Zeit, die Ton der 
Gegenwart bis zum Augenblick des Zusammentreffens verfließt; 
diese Zeit soll nach der Zukunft hin positiv gerechnet und in 
Stunden ausgedrückt werden. Wir haben somit einen Anfang 
der Zeit, einen positiven Sinn für die Zeit und eine Zeiteinheit 
gewählt. Femer setzen wir fest, daß sich die beiden Rad- 
fahrer nach X Stunden treffen sollen. 

Aber unsere Aufgabe enthält auch Längen. Wir wählen 
einen Anfangspunkt der Längen, etwa Hamburg, eine positive 
Richtung, zum Beispiel die Richtung von Hamburg nach Frank- 
furt, und endlich zur Längeneinheit das Kilometer. Mit diesen 
Einheiten wird der Ort des ersten Radfahrers durch die Zahl 
+ 35 und seine Geschwindigkeit durch die Zahl +20 aus- 
gedrückt. Der Ort des zweiten Radfahrers wird durch die Zahl 
548 — 30 = 518 ausgedrückt, da Frankfurt 548 km von Ham- 
burg entfernt ist und er sich 30 km von Frankfurt nach Ham- 
burg hin befindet. Da er 4 m in der Sekunde zurücklegt, so 
wird er in der Minute 4 • 60 und in der Stunde 4 • 60 • 60 
»= 14400 m zurücklegen, d. h. 14,4 km. Er bewegt sich außer- 
dem von Frankfurt nach Hamburg, also in negativer Richtung. 
Seine Geschwindigkeit ist also gleich — 14,4. 

Nunmehr kann man die Gleichung für die Aufgabe sofort 
aufstellen; denn man braucht nur hinzuschreiben, daß sich die 
beiden Radfahrer zur Zeit x an demselben Orte befinden, d. h. 
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daß ihre Abstände yon Hamburg gleich sind. Nach der 
Oleichnng der gleichförmigen Bewegung (Nr. 107) ist der Ab- 
stand des ersten BadÜEihrers Ton Hamburg nach x Stunden 
gleich (35 + 20x) km^ und der Abstand des zweiten gleich 
(518 — 14,4 a;) km. Folglich ist die Gleichung der Aufgabe: 

35 + 20a; « 518 - 14,4a?. 

162. Diskussion des Ergebnisses. Die Losung der 
Gleichung oder der Gleichungen einer Aufgabe ist besHmmt, 
unmöglich oder unbestimmt; die Unbestimmtheit kann einfach 
oder doppelt sein usw. Wenn die Gleichungen bestimmt sind, 
führen sie zu Zahlen, die positiv oder negativ^ gana oder ge- 
brochen sein können usw. Die Aufgabe diskutieren, heißt er- 
mitteln, welche Folgerungen sich aus diesen verschiedenen 
Umstanden Tom Standpunkte der Aufgabe aus ziehen lassen. 

Wir wollen zum Beispiel annehmen, in einer Gleichung 
bedeute der Buchstabe x die Anzahl von Personen, die in 
einer Versammlung zugegen sind, und wir hätten als ihre 

Lösung etwa a? = -j- oder a; = — 12 gefunden. Daraus werden 

wir nicht schließen, daß die Gleichung, wohl] aber daß die 
vorgelegte Aufgabe unmöglich ist 

Sind die gegebenen Größen Zahlen, so ist, wie wir an 
Beispielen zeigen werden, die Diskussion meistens sehr leicht. 
Sie wird aber häufig umständlicher, wenn alle gegebenen 
Größen oder einige von ihnen durch Buchstaben dargestellt 
sind, deren Zahlenwert nicht bekannt ist; um eine voUsi^ndige 
Diskussion anzustellen, muß man nämlich nach und nach die 
verschiedenen Annahmen behandeln, die sich über das Vor- 
zeichen und das Größenverhältnis der gegebenen Größen machen 
lassen. 



IL Aufgaben ersten Grades mit einer Unbekannten 

163. Erkläning. Eine Aufgabe heißt eine Aufgabe ersten 
Grades mit einer Unbekannten, wenn sich ihre Lösung auf die 
Lösung einer Gleichung ersten Grades mit einer Unbekannten 
ßurückfiäiren läßt. 
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Diese Erklärung ist niclit so einfach, wie es zuerst scheint. 
Wenn nämlich eine Aufgabe gegeben ist, so ist in manchen 
Fällen die Anzahl der Unbekannten, die man zu ihrer Lösung 
einführen muß, verschieden je nach dem angewandten Verfahren. 
Es sei zum Beispiel folgende Aufgabe gestellt : 

Paul hat 3 Kugdn mehr als Peter. Wenn Peter doppelt 
so viele Kugeln hätte, als er besitzt, so hätte er 5 mehr als Paul. 
Wieviel Ku^dn haben Peter und Paul? 

Man kann hier die Anzahl der Kugeln von Peter mit x 
und die Anzahl der Kugeln von Paul mit y bezeichnen und 
hat dann zwei Unbekannte. Wird aber die Anzahl der Kugeln 
von Peter mit x bezeichnet, so ergibt sich unmittelbar aus der 
Aufgabe, daß die Anzahl der Kugeln von Paul a: + 3 ist, und 
es genügt daher eine Unbekannte einzuführen. 

Eine ähnliche Bemerkung gilt für den Grad. Es sei zum 
Beispiel folgende Aufgabe gestellt: 

Man soll eine positive Zahl finden, deren um 9 vermehrtes 
Quadrat gleich dem um 7 verminderten doppdten Quadrate ist. 

Wird diese Zahl mit x bezeichnet, so ergibt sich die 

Gleichung: 

x^ + 9 ^2x^-1', 

sie ist vom zweiten Ghrade. Man kann aber auch das Quadrat 
der gesuchten Zahl zur Unbekannten nehmen. Wird es mit y 
bezeichnet, so ergibt sich die Gleichung ersten Grades: 

Hieraus folgt, daß y = 16 ist. Mithin hat die gesuchte posi- 
tive Zahl 16 zum Quadrat und ist daher gleich 4. 

154. Beispiele von Aufgaben ersten Grades mit 
einer Unbekannten. Aufgabe I. Eine Bäuerin trägt eine 
Anzahl Eier zum Markt, die sie zu 10 Pfennig das Stück 
verkaufen wüt Sie zerbricht 6 davon, aber es gelingt ihr, die 
andern zu 15 Pfennig das Stück zu verkaufen, und sie bringt 
sogar 1 Mark mehr mit fiach Hause, als sie sich vorher be- 
rechnet hatte. Wievid Eier hatte die Bäuerin, als sie zum 
Markte ging? 

Wir bezeichnen die Anzahl der Eier, die die Bäuerin beim 
Weggehen hatte, mit x. Dann ist die Summe, die sie nach 
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Hause zu bringen gedachte^ gleich 10^^ Torausgesetzt^ daß wir 
den Pfennig als Einheit nehmen. Der Wortlaut der Aufgabe 
zeigt, daß die Bäuerin {x — 6) Eier zu 15 Pfennig verkauft, 
was ihr {x — 6) 15 Pfennig einbringt, und daß sie 1 Mark, 
also 100 Pfennig mehr erhält, als sie gedacht hatte. Folglich 
ist die Gleichung der Aufgabe: 

(ic- 6)15 = 10a; +100. 

Man schließt daraus: 

bx - 190, 

x^ 38. 

Die Antwort lautet daher: Die Bäuerin hatte beim Weg- 
gehen 38 Eier. 

Es empfiehlt sich, die Probe auf das Ergebnis zu machen; 
würde es den Bedingungen der Aufgabe nicht entsprechen, so 
wäre daraus zu schließen, daß man einen Fehler gemacht 
hat. Man erkennt hier, daß 38 Eier zu 10 Pfennig 3,80 Mark 
einbringen. Wenn die Bäuerin 6 Eier weniger hat, d. h. 32, 
diese 32 Eier jedoch das Stück zu 15 Pfennig verkauft, so 
erhält sie 4,80 Mark, und dies ist wirklich gerade 1 Mark 
mehr. Folglich ist das gefundene Ergebnis richtig. 

Aufgabe H. Ein Dieb hat sich eines Fahrrads iemächtigt 
und flieht anxf einer Straße mit einer Geschwindigkeit von 20 hm 
in der Stunde. Der Diebstähl wird 3 Minuten nach seiner 
Flucht hemerU, und ein Badfahrer macht sich auf die Ver- 
folgung des Diebes mit einer Geschwindigiceit von 22 hm in der 
Stunde, Nach welcher Zeit holt er ihn ein? 

Wir rechnen die gesuchte Zeit in Minuten von dem Zeit- 
punkte an, in dem^der Dieb entfloh, und setzen fest, daß der Bad- 
fahrer den Dieb nach x Minuten einholt. In diesem Augenblick 
haben beide denselben Weg zurückgelegt, und zwar ist der 
Dieb x Minuten mit einer Geschwindigkeit von 20 km in der 
Stunde und der Radfahrer (x — 3) Minuten mit einer Geschwin- 
digkeit von 22 km in der Stunde gefahren. Da der Weg, der 
wahrend einer Minute zurückgelegt wird, 60 mal so klein ist 
als der Weg, der während einer Stunde zurückgelegt wird, 
so lautet die Gleichung der Aufgabe: 
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20 22, oN 

oder^ wenn beide Seiten mit 30 multipliziert werden: 

10a:=ll(ir-3). 
Mithin ist: 

a;-33. 

Der Dieb wird also 33 Minuten nach seiner Flucht ein- 
geholt. Der Leser mache die Probe auf dieses Ergebnis. 

Aufgabe m. Ein Vater ist 40 Jahre alt und sein Sohn 
16 Jahre. Wann ist das Älter des Vaters das Dreifache von 
dem des Sohnes? 

Wir rechnen die Zeit in Jahren von dem gegenwärtigen 

Augenblick an und positiv in der Zukunft und setzen fest^ daß 

der Vater nach x Jahren dreimal so alt ist wie der Sohn. Zu 

dieser Zeit ist das Alter des Vaters (40 + x) Jahre und das 

Alter des Sohnes (16 + ^) Jahre. Man hat daher nach dem 

Wortlaut der Aufgabe: 

40 + a? = 3 (16 + x)y 
d.h. 

-2a; = 8, 
und es ist: 

rr = — 4. 

Disknssion. Wir finden hier als Lösui^ eine negative 
Zahl. Nun hatten wir x in der Zukunft positiv gerechnet; 
mithin ist es schon 4 Jahre her, daß das Alter des Vaters 
dreimal so groß war als das des Sohnes. Damals war der 
Vater 36 und der Sohn 12 Jahre alt. 

Aufgabe IV. Das Alter Pauls hetra^/e a Jahre und das 
Alter Jakobs b Jahre. In wieviel Jahren wird das ÄUer Pauls 
m mal so groß sein als das Aller Jakobs? 

Hier bedeuten a, 6, m beliebige positive Zahlen. Um die 
Aufgabe anzusetzen, verfahren wir genau so täc bei der vorher- 
gehenden Aufgabe. Nach x Jahren ist das Alter von Paul 
{a + x) Jahre und das Alter von Jakob (6 + x) Jahre. Folglich ist: 

a + x^m(b -\- x), 
oder: 

(m — l)a; == a •— m6, 

und hieraus folgt: 

a — mh 

X = -. 

m — 1 
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Nach o; Jahren ist also das Alter von Paul: 

, a — mh m(a — h) 
' m — 1 m — 1 

Jahre und das Alter von Jakob: 

, , , , a — mb a — 6 

' ' w — 1 m — 1 

Jahre. Mithin ist das Alter Pauls genau gleich dem m-fachen 
des Alters von Jakob. 

Diakussion. Damit die Lösung x der Aufgabe genügt, 
muß sie erstens überhaupt existieren, und zweitens müssen die 
Werte für das Alter von Paul und Johann nach x Jahren 
positiv sein. 

1. Damit die Lösung x eAtiert, muß m— 1 von Null ver- 
schieden sein. Wenn m = 1 und a — mb + 0, i. h. a — b + 
ist, so ist die Aufgabe unmöglich. Dies konnte man voraus- 
sehen; denn wenn Paul und Jakob nicht dasselbe Alter haben, 
und man fragt, zu welcher Zeit sie dasselbe Alter haben 
werden, so lautet die Antwort: niemals. Wir sagten früher, 
daß diese Unmöglichkeit durch das Symbol <x> dargestellt wird; 
man kann dieses Zeichen so deuten, daß nach Verlauf einer sehr 
langen Zeit Paul und Jakob zwar nicht dasselbe Alter haben, 
daß aber doch die Verschiedenheit ihres Alters, nämlich der 
Quotient m, sich der Zahl 1 immer mehr nähert. 

Wäre m == 1 und gleichzeitig a = 6, so wäre die Gleichung 
unbestimm;t, und die Aufgabe ebenfalls. Paul und Jakob haben 
gegenwärtig dasselbe Alter. Zu welcher Zeit werden sie das- 
selbe Alter haben? Offenbar heißt die Antwort: zu jeder be- 
liebigen Zeit. 

2. Damit ist der Fall, wo m gleich 1 ist, erledigt, und wir 
haben jetzt nacheinander den FaU, wo m größer als 1, und 
den Fall, wo m kleiner als 1 ist, zu untersuchen. 

Ist m größer als 1, so ist m^l positiv. Damit die 
Werte, die wir für das Alter von Paul und Jakob erhalten 
haben, positiv sind, ist es notwendig und hinreichend, daß 
a -- 6 positiv, d. h. daß a größer als 6 sei. Was den Wert 
von X anbelangt, so ist er positiv oder negativ, je nachdem 
a — mh positiv oder negativ ist, d. h je nachdem a größer 
oder kleiner ist als mh. Diese Ergebnisse lauten in der Sprache 
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des täglichen Lebens: Damit es einmal eintritt^ daß das Alter 
von Paul m mal so groß ist als das Alter von Jakob ^ wo m 
größer ist als 1, mnß Paul älter sein als Jakob; ist aber Paul 
älter als Jakob, so liegt der gesuchte Zeitpunkt in der Zu- 
kunft oder in der Vergangenheit, je nachdem das gegenwärtige 
Alter von Paul höher oder geringer ist als das m-fache des 
gegenwärtigen Alters von Jakob. 

Ist a^hj so findet man, daß das Alter von Paul und 
das Alter Jakobs nach x Jahren null Jahre war. Der eine war 
also m mal so alt als der andere, zu der Zeit, wo das Alter 
von beiden gleich Null war, und zwar gilt dies für jeden Wert 
von m. Diese algebraische Lösung bietet jedoch kein prak- 
tisches Interesse; man sagt inl solchen FäUen bisweilen, die 
Lösung sei trivial. 

In ähnlicher Art ließe sich der Fall behandeln, wo m 
kleiner als 1 ist; folgende Bemerkung gestattet es jedoch 
davon Abstand zu nehmen. Wenn das Alter von Paul die 
Hälfte oder f von dem Alter Jakobs betragen soU, so be- 
deutet dies dasselbe, als ob das Alter Jakobs das Doppelte 
oder 4 von dem Alter Pauls betragen solL Wenn m also 
kleiner als 1 ist, so vertausche man in dem Wortlaut der Auf- 
gabe die Namen Paul und Jakob und ersetze m durch — : auf 

diese Art gelangt man zu den schon behandelten Fall, wo m 
größer ist als 1. Bemerkui^en dieser Art sind sehr nützlich, 
da durch sie häufig die Diskussion bedeutend abgekürzt und 
vereinfacht wird. 

Die Diskussion läßt sich in die Tabelle auf der folgenden 
Seite zusammenfassen. 

III. Aufgaben ersten Grades mit mehreren Unbekannten 

166. Erklärung und allgemeine Bemerkungen. 

Man sagt, eine Aufgabe sei eine Aufgabe vom ersten Grad mit 
mehreren ünbeJcannten, wenn ihre Lösung sich auf die Lösung 
eines Systems von Gleichungen ersten Grades mit mehreren Un- 
bekannten zurückführen läßt. Diese Erklärung gibt zu ähn- 
lichen Bemerkungen Anlaß wie in Nr. 153. Die Anzahl der 
Unbekannten und der Grad der Gleichungen hängt nämlich 
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bisweilen yon dem Verfahren ab, das man beim Ansetzen der 
Gleichungen anwendet; Anzahl der Unbekannten und Grad der 
Gleichungen sind also in gewissem Maße willkürlich, sodaß 
die Erklärung nicht ganz bestimmt ist. Beim praktischen 
Rechnen ergibt sich jedoch die Anzahl der Unbekannten und 
der Grad der Gleichungen in der Begel sofort aus dem Wort- 
laut der Aufgabe. 



Annahmen 
für m 


Annahmen 
für a und h 


Schlüsse 


w = l 


a + b 


Aufgabe unmöglich 


a — b 


unbestimmt 


W>1 


a<b 


unmöglich 


a== & 


triviale Lösung 


b<^a<^mb 


a;<;0; 1 Lösung in der Vergangenheit 


a = w6 


a; = 0; 1 Lösung in der Gegenwart 


a>"»i& 


a;>>0; 1 Lösung in der Zukunft 


W<1 


a>b 


unmöglich 


a^b 


1 

triviale Lösung 


inb<Ca<Cb 


a;<[0; 1 Lösung in der Vergangenheit 


a = mb 


a; = 0; 1 Lösung in der Gegenwart 


a<Cmb 


o; >> ; 1 Lösung in der Zukunft 



Ist die Torgelegte Aufgabe bestimmt; was im allgemeinen 
zutreffen wird^ so muß die Anzahl der Gleichungen gleich der 
Anzahl der Unbekannten sein, die Aufgabe muß uns also in 
den Stand setzen, d>enso viele Gleichungen hingtischreihen, als 
Unbekannte vorhanden sind. 

Manchmal kann man mehr Gleichungen hinschreiben, als 
die Anzahl der Unbekannten beträgt. In diesem Falle ist die 
Aufgabe nur dann möglich, wenn die Gleichungen miteinander 
verträglich sind. V7ir wollen hierfür nur ein Beispiel geben: 

Borel-Stäckel, Die Elemente der Mathematik I 17 
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Zwei Zahlen m finden, hei denen die Summe 8, die Differenz 2 
und die Differenz der verdoppelten Zahlen 4 ist Man hat hier 
die Gleichungen a; + y = 8, a? — y = 2, 2ir — 2y = 4, von denen 
die dritte der zweiten äquivalmt ist; es genügt daher^ die beiden 
ersten beizubehalten. Eine Gleichung ist immer dann über- 
flüssige wenn sie eine lineare Verbindung der andern Gleichungen 
ist; man darf sie nämlich weglassen, da sie befriedigt ist^ wenn 
es die andern sind. 

Damit man eine Aufgabe lösen kann, genügt es jedoch 
nicht immer, daß man ebenso viele Gleichungen hinschreiben 
kann, als die Anzahl der unbekannten beträgt. Sollen zum 
Beispiel zwei ZaMen gefanden werden, bei denen die Differenz 2 
und die Differenz der verdoppelten Zahlen 4 ist, so ergeben 
sich die Gleichungen x — y == 2, 2a; — 2y = 4, die augen- 
scheinlich einander äquivalent sind; die Unbekannten lassen 
sich also daraus nicht bestimmen. 

Was die Wahl der Unbekannten betrifft, so kann uns in 
zweifelhaften Fällen nur die Übung leiten. Wenn es aber auch 
bequem ist, gewisse Größen lieber als andere zu Unbekannten 
zu nehnien, so ist es doch nicht notwendig; denn jede Wahl 
von Unbekannten, die zu Gleichungen ersten Grades fuhrt, 
ermöglicht es, die Lösung durch mehr oder weniger lange 
Rechnungen zu erhalten. 

16&. Beispiele von Aufgaben ersten Grades mit 
mehreren Unbekannten. 

Aufgabe I. 6 m Tuch und 5 m Futter kosten 41 c4i. 
6 m Tuch und 6 m Futter "kosten 54 Jl, Berechne den Preis 
von 1 m Tuch und 1 m Futter. 

Der Preis eines Meters Tuch sei x <My der Preis eines 
Meters Futter y o4C. Die Aufgabe liefert die Gleichungen: 

6a; + 5y = 41, 
8a; + 6y = 54. 
Die zweite Gleichung wird einfacher, wenn man alle 
Glieder durch 2 dividiert: 

4Ä: + 3y = 27. 
Aus dieser Gleichung folgt: 

27 — 4a; ^ 4 
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Wird dieser Wert in die erste Gleichung eingesetzt^ so erhält man: 

la; = 41 — 45^ 

— 2 



(' - f ) 



x = — 4, 



— 12 ^ 



Kennt man aber x^ so wird: 

y=9-ya; = 9-8 = l. 

Der Preis von 1 m Tuch ist also 6 jfC und der Preis von 
1 m Futter 1 JC, 

Aufgabe II. P!m Badfahrer lud eine Geschwindigkeit 
von 25 hm in der Stunde auf ebenem Gelände, von 15 km berg- 
aufwärts, von 30 km bergabwärts. Wieviel ebenen, ansteigenden 
und absteigenden Weg enthält eine Straße von 100 km, wenn er 
4 Stdn. 24 Min. braucht, um sie in der einen Richtung, und 
4 Stdn, 36 Min., um sie in der andern Richtwng zu durchfahren? 

Die Anzahl der Kilometer ebenen Weges sei x, die Anzahl 
der Kilometer ansteigenden Weges y, die Anzahl der Kilo- 
meter absteigenden Weges z und zwar beim Hinfahren; bei 
der Bückkehr wird der Anstieg zum Abstieg und umgekehrt 
Man erhält eine erste Gleichung, wenn man hinschreibt, daß 
die Gesamtlänge der Straße 100 km beträgt: 

(1) a; + y + xf = 100. 

Man erhält zwei andere Gleichungen, wenn man hinschreibt, 
daß die Zeit, die der Radfahrer zum Durchfahren der Straße 
gebrauchte, 4 Stdn. 24 Min., d. h. 264 Min. beim Hinfohren und 
4 Stdn. 36 Min., d. h. 276 Min. bei der Rückkehr gewesen ist. 
Um X Kilometer mit einer Geschwindigkeit von 25 km in der 

Stunde zu durchfahren, braucht man -^ Minuten. Werden die 

einzelnen Zeiten, die man durch entsprechende Betrachtungen 
erhält, zusammengezählt, so ergeben sich die beiden Gleichungen: 

17* 
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60a; 60y 60« _ „^ , 

60a; 60y 60« „„^ 
~26" + ^T + 16" == ^^*'' 

Hierfür kann mau einfacher schreiben: 

(2) ^a, + 4y + 2;sr = 264, 

(3) y a; + 2j/ + 4^ = 276 . 

Aus der Gleichung (1) entnehmen wir den Wert von e: 

(4) « =- 100 - a; — y 

und tragen ihn in die Gleichungen (2) und (3) ein. Das gibt: 

y« + 4y + 2 (100 -x-y)^ 264, 

^a; + 2y + 4 (100 - a? - y) = 276 , 

oder, wenn man vereinfacht und die Vorzeichen in der zweiten 
Gleichung umkehrt: 

(5) |a; + 2y= 64, 

(6) |-a; + 2y= 124. 
Hieraus folgt durch Subtraktion: 

\x = 60, 

a?=:50. 
Die Gleichung (5) liefert darauf: 

y = 32 - 10 = 22, 
und die Gleichung (4): 

;^ = 100 -50 -22 = 28. 

Es waren also bei der Hinfahrt 50 km ebener Weg, 22 km 
Anstieg und 28 km Abstieg. 

Aufgabe HL Zur Beleuchtung eines Saales werden 
Spi/rituS' und Petroleumlampen verwendet Wenn man 4 Petro- 
leum- und 2 Spirituslampen anmndet, heträgt die Ausgäbe in 
der Stunde 50 Pfennig. Wenn man aber 2 Petroleum' und 
6 Spirituslampen anzündety heträgt die Ausgabe in der Stunde 
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60 Pfennig. Was kostet jede Petroleumlampe tmd jede Spiritus- 

lampe in der Stunde? 

Die Ausgabe für eine Petroleumlampe betrage x Pfennige 

die Ausgabe för eine Spirituslampe y Pfennig für die Stunde. 

Dann ist: 

Ax + 2y = 50, 

2x + 6y = 60. 

Die erste dieser Gleichungen gibt: 

y = 25 - 2x, 

und aus der zweiten folgt jetzt: 

2x + 6 (25 - 2x) == 60, 

- lOr» = — 90, 

x = 9. 
Folglich ist: 

y = 25 — 2rr = 7. 

Die Ausgaben betragen also 9 Pfennig für Petroleum und 
7 Pfennig für Spiritus. 

157. Beispiel einer Aufgabe mit DiBkiission. 

Aufgabe IV. Mn Badfahrer hat eine Geschwindigkeit von 
V km in der Stunde auf ebenem Odände^ und es sei, mit den* 
selben Einheiten gemessen, u die Geschwindigkeit heim Anstieg 
wnd w die Geschwindigkeit heim Abstieg, Wieviel Ebene, Anstieg 
und Abstieg enthalt eine Straße von a km Länge, wenn der 
Badfdhrer t Stunden gäyraucht hat, um sie heim Hinfahren isu 
durchmessen, u/nd i Stunden bei der Bückfahrt? 

Wir bezeichnen für die Hinfahrt die Gesamtlänge der An« 
stiege mit x km und die GesamtULnge der Abstiege mit y km. 
Die Länge des ebenen Geländes ist alsdann {a — x — y) km. 
Bei der Bückfahrt sind x km Abstieg, y km Anstieg und 
(a — ar — y) km ebenes Gelände. Wenn man dieselben Über- 
legungen anstellt, wie bei der Aufgabe ü, so ergeben sich 
die Gleichungen: 



(1) 



u 


+ 


y 

w 


+?- 


-05- 
V 


~? = 


= t, 


X 

w 


+ 


y 

u 


+"- 


- X- 
V 


-y _ 


=t\ 
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(2) 



d.h. 

Die Determinante dieses Systems ist (Nr. 143, S. 227) : 

(3) d=a-i-y-(i-i-y=(i-+j— A)(i_i). 

^ ^ \u V / \W V / \u W V J\u w I 

Nach dem Wortlaut der Aufgabe wird man die Annahme 
machen: 

(4) M < t; < w, 

d. h. die Geschwindigkeit ist beim Anstieg geringer als auf 
ebenem Gelände, und beim Abstieg größer. Folglich ist, da 
u, V, w positiv sind: 

(5) ->-->-, 

und der zweite Faktor ( ) der Determinante ist daher 

stets Yon NuU verschieden. Der erste Faktor kann jedoch 
gleich Null sein. Er verschwindet in der Tat, wenn 

(6) i + -^ = ^ 

ist, d. h. wenn die Zeit, in der 1 km Anstieg und 1 km Abstieg 
durchmessen wird, gleich der Zeit ist, in der 2 km ebenes Ge- 
lände durchmessen wird. In diesem Falle ist die Aufgabe, 
wie sich vorhersehen ließ, unbestimmt. Wenn wir nämlich 
eine Losung haben, so erhalten wir eine neue, indem wir eine 
beliebige Länge 21 km ebenes Gelände durch l km Anstieg und 
{ km Abstieg ersetzen; die Zeit, die der Badfahrer gebraucht 
hat, ändert sich dabei weder auf der Hinfahrt, noch auf der 
Rückfahrt. 

Wenn die Determinante nicht verschwindet, erhalten wir 
fiir X und y bestimmte Werte. Damit sie der Aufgabe ge- 
nügen, müssen sie erstens selbst positiv sein, zweitens aber muß 
auch a — a? — y positiv sein. 

Wir berechnen x, y und a — x — y: 



X = 



\t* V ß\ V J \W V / \ vi 



d. h. 



Kapitel XV. Aufgaben Tom ersten G-rade 263 

y=_ . _ , 

(i_i),+ (i_iy_«(i_i) 

\u V / \v W/ V \u w/ 



(7) 



X = 



\U V / \v wj V \u w J 

yy 5 

Nunmehr wird: 

(8) a-x-y L -^^V^ «!^^ \- «>r ^ \ 

oder, wenn man kürzt: 

(9) a-x-y 2 

Wir haben jetzt zu untersachen, unter welchen Umstän- 
den X, y, a — X — y positiv sind. Wenn wir x — y berechnen, 
80 erhalten wir: 



(10) x-y 



\u w v/ 



) 



t^f 



d 1_^1_ 

u w 



Wir überlassen es dem Leser, diese Formel auch unmittelbar 
aus den Angaben der Aufgabe zu beweisen. 
Es ist erlaubt, anzunehmen, daß 

(11) t>f 

ist, d. h. daß zum Hinfahren mehr Zeit gebraucht wird als zur 
Rückfahrt. Sonst brauchte man nämlich nur das, was wir 
Rückfahrt nannten, Hinfahrt zu nennen, und das, was wir 
Hinfahrt nannten, Rückfahrt. Ist nun t > f, so ist, wie es 
sich von selbst versteht: 

(12) x>y, 

d. h. man hat bei der Hinfahrt mehr Anstieg als Abstieg. 
Es ist daher nicht nötig, zu untersuchen, wann x positiv ist, 
sondern es genügt anzugeben, wann y positiv ist; denn x, 
das größer ist als y, wird dann sicher ebenfalls positiv sein. 



264 Algebra 

Schreiben wir also hin, daß y und a — x — y positiv sind, 
so erhalten wir: 

(±_l)r+(-l-l)t_«(i._i-) 

\u * wJ ^ ' ^ 

1,1 Sä ^^' 



U W V 

Nehmen wir zum Beispiel an, es sei 

d. h. es sei mehr Zeit nötig, um 1 km Anstieg und 1 km Ab- 
stieg zu durchfahren, als 2 km Ebene. Dann ist eif > 0, und 
man kann die vorhergehenden Ungleichheiten mit d multipli- 
zieren (Lehrsatz 67 in Nr. 147) und nach a auflosen. Auf 
diese Art ergibt sich: 

(13) f^r < « < ^Mkrir" 

Dies sind die Grenzen, zwischen denen a liegeo muß, da- 
mit die Lösung der Aufgabe brauchbar ist. Soll aber a 
zwischen diesen Grenzen liegen, so muß 



1+1 - H^-^ 

U W V \u w/ 

sein, oder wenn die Nenner, die positiv sind, weggeschafft wer- 
den und vereinfacht wird: 

(1 + 1_1)(1_1)>0, 
mithin, da der Faktor ( — | j positiv ist: 

(15) -~->0. 

Diese Bedingung (15) muß also erfüllt sein; sonst wäre 
die Aufgabe für keinen Wert von a möglich. Ist sie aber er* 
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fallt; so lassen die Ungleichheiten (13) das Gebiet erkennen^ 
in dem a liegen muß^ damit die Aufgabe möglich ist. 
Wir wollen jetzt annehmen^ man habe 

d. h. 

(16) 1 + -V _- A = 0. 

Da die Koeffizienten von x und yon y in den Gleichungen (2) 
nicht verschwinden, so besteht entweder Unmöglichkeit oder 
einfache Unbestimmtheit. Damit einfache Unbestimmtheit be- 
steht, ist es notwendig und hinreichend, daß die Zähler der 
Formeln (7) zu Null werden; es genügt, hinzuschreiben, daß 
der Zähler von x gleich Null ist, weil dann, wie wir sahen 
(Nr. 145, S. 235), der Zähler von y ebenfalls verschwindet. 

Wenn man hinschreibt, daß der Zähler von x gleich Null 
ist, so ergibt sich: 

(17) (i._i-)<+ (i. _!)<'_ «(i-_i_) = o. 

Nun liefert die Bedingung (16): 

1111 



V W U V ^ 



(18) 

1-1 = 2(1-1), 

sodaß die Gleichung (17) lautet: 

(^-tK'+^-v)-». 

d.h. 

(19) t + t'-^-^^O. 

Dies ist die Bedingung der Unbestimmtheit. Wenn sie 
erfüUt ist, so darf man eine der Unbekannten, etwa y, will- 
kürlich wählen; der Wert von x ergibt sich dann aus einer der 
beiden Gleichungen (2), und zwar findet man unter Berück- 
sichtigung von (18): 

a 

(20) a^-y+l—V- 

U V 
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Ferner ist: 



a a 

t — — t 

V u 



a-x-y^a-2y- - - 2y. 



U V U V 



Man muß y so wählen^ daß x und y^ sowie auch a^x — y 
positiv sind^ und daher muß 



(21) 



y>o, 



1 — T<y< 



U V 



\« V J 



sein. Da positiv ist, so kann y diese beiden Ungleich- 



heiten nur erfüllen, wenn 



u 



und 

a 



— t 



2 ^ V 

ist, wenn also die Ungleichheiten geltent 

Diese Bedingungen sind miteinander verträglich, da — 
kleiner als — ist: folglich ist: 

V UV 

Wenn also die Bedingungen (16), (19) und (22) erfÜUt 
sind, ist die Aufgabe unbestimmt; man kann dann y innerhalb 
der Grenzen willkürlich annehmen, die durch die Ungleich- 
heiten (21) bestimmt sind, und x wird darauf durch die 
Formel (20) gegeben. 

Die Diskussion läßt sich in folgende Tabelle zusammen- 
fassen: 
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Annahmen, die sich aus der Aufgabe ergeben: 
0<i*<f;<«;, t>0, *'>0. 


Annahmen, die zur Abkürzung der Diskassion gemacht sind: 

man hätte eine ähnliche Diskassion in den Fällen, wo diese Annahmen 

nicht erfüllt sind. 




f t 

u w 


Unmögliche Aufgabe 


u w 


Die Aufgabe ist möglich, wo- 
fern a die Ungleichheiten (IS) 
erfüllt; die Lösung wird durch 
die Formeln (7) gegeben 


U W V 




Unmögliche Aufgabe 


t + f = 

V 

die Bedingungen 
(22) nicht erfüllt 


Unmögliche Aufgabe 


V 

2 1^ 1 

V u a u 


Unbestimmte Aufgabe: y ist an 
die Ungleichheiten (21) gebun- 
den, und X wird durch die For- 
mel (20) gegeben 



Wir überlassen es dem Leser, die GrenisfäUe zu erörtern, 
d. h. die Fälle, in denen eine der Ungleichheiten (13), (15), 
(22) nsw. sich in eine Gleichheit verwandelt. Der Leser sollte 
auch die Fälle behandeln, in denen 

l + i._A<0 

U W V 

ist, ebenso die FäUe, in denen die Geschwindigkeit v gleich u 
oder gleich w ist, und endlich den Fall, daß die drei Geschwin- 
digkeiten u, V, w einander gleich sind. Es empfiehlt sich auch, 
die Aufgabe durch unmittelbare Überleirunir zu behandeln und 
80 die Ergebnisse der Diskussion wiedLxLden. 

Das Vorhergehende genügt, um auf ziemlich vollständige 
Weise zu zeigen, worin die Diskussion einer Aufgabe ersten 
Grades mit gegebenen BuchstabengröSen besteht. 
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Aufgaben zu Kapitel XV 

325. Zwei Punkte bewegen sich auf einer Achse mit den Geschwin- 
digkeiten V und w { — 12 km in der Stunde und 12 m in der Sekunde); 
zu Anfang sind ihre Abszissen a und b (3 km und — 500 m). Wann 
werden sie zusammentrefiPen? Diskussion. 

326. Für zwei Fahrkarten zweiter Klasse und eine Fahrkarte 
dritter Klasse von Hamburg bis Frankfurt a. M. wurden 66,80 JC bezahlt^ 
für eine Fahrkarte zweiter Klasse und zwei Fahrkarten dritter Klasse 
58 JC. Ermittele den Preis der Fahrkarte zweiter Klasse und der Fahr- 
karte dritter Klasse. 

327. Berechne i&a Produkt der beiden Trinome: 

ax^-\-bx-\-Cj x^-\-yx-\-z, 

und bestimme y und z so, daß die Koeffizienten von x^ und von x in 
dem Produkt Null werden. 

328. Multipliziere a* + 2a + 6 mit a^x -\- ay -{- z. Bestimme 
X, yy z derart, daß in dem Produkt die Koeffizienten von a^ a^, a 
gleich 3 werden. 

329. Ein Behälter wird von drei Hähnen gespeist. Wenn man die 
beiden ersten öffnet, so füllt er sich in 3 Std. Wenn man den ersten 
und den dritten öffnet, so füllt er sich in 5 Std. Wenn man alle drei 
öffiiet, so füllt er sich in 2 Std. Wieviel Liter liefert jeder Hahn in 
der Stunde, wenn der Inhalt des Behälters 135 Kubikmeter beträgt? 

330. Ein Behälter wird von drei Hähnen gespeist. Wenn man die 
beiden ersten öffnet, füllt er sich in c Stunden. Wenn man den ersten 
und den dritten öffnet, füllt er sich in b Stunden. Wenn man alle 
drei öffnet, füllt er sich in a Stunden. Der Inhalt des Behälters be- 
trägt A Kubikmeter. Wieviel Liter liefert jeder Hahn in der Sekunde? 
Diskussion. 

331. Die Gewichte von Kohlenstoff und Wasserstoff, die in einer 
Mischung von Acetjlen (0,H,) und Methan (CH^) enthalten sind, seien 
c und h Gramm. Bestimme die Gewichte des Acetylens und Methans, die 
in der Mischung enthalten sind. Atomgewichte: Kohlenstoff 12, Wasser- 
stoff 1. Diskussion. 

332. Eine ühr geht in 24 Stunden 10 Minuten vor. Man hat sie 
um Mittag richtig gestellt. Wieviel ühr ist es, wenn sie nachmittags 
6 Uhr anzeigt? 

333. Wie lang sind die Grundseite und die Höhe eines Rechtecks^ 
dessen Fläche sich um 180 qm vermehrt, wenn die Grundseite um 8 m 
und die Höhe um 5 m verlängert wird, während sich der Flächeninhalt 
um 30 qm vermindert, wenn die Grundseite um 3 m verlängert und die 
Höhe um 4 m verkürzt wird? 
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334. Gegeben sei ein Dreieck ABC, Man bezeichne durch P, Q, B 
die Berührungspunkte des Inkreises mit den Seiten BC^ CA, AB und 

AQ^AB^x, BB^BP=-y\ CP=CQ^e. 

Es sollen x, y^ z berechnet werden, wenn a, &, c gegeben sind. 

335. Dieselbe Frage, wenn man den Inkreis durch einen der An- 
kreise ersetzt. 

336. Zwei Radfahrer fahren in derselben Richtung auf einer kreis- 
förmigen Bahn, deren Länge 600 m beträgt; dabei f&krt jeder mit kon- 
stanter Geschwindigkeit. Der raschere überholt den langsameren alle 
5 Minuten. Der eine von ihnen beginnt darauf in entgegengesetzter 
Richtung zu fahren, wobei seine Geschwindigkeit denselben absoluten 
Wert behält, und jetzt kreuzen sich die Radfahrer alle 24 Sekunden. 
Es sollen ihre Geschwindigkeiten berechnet werden, und zwar in Eüo- 
metem für die Stunde. 

337. Zwei Radfahrer fahren beide in derselben Richtung auf einer 
kreisförmigen Bahn von der Länge a mit konstanter Geschwindigkeit; der 
raschere überholt den langsameren alle n Sekunden. Sie fahren darauf 
in entgegengesetzten Richtungen auf einer kreisförmigen Bahn von der 
Länge &, wobei ihre Geschwindigkeiten dem absoluten Werte nach die- 
selben bleiben. Jetzt kreuzen sie sich alle p Sekunden. Berechne ihre 
Geschwindigkeiten. Diskussion. 

338. Ein Wagenrad hat 4 m Umfang. Man photographiert es 
während der Fahrt, wobei die Belichtungsdauer ^^ Sekunde beträgt, und 
findet auf dem Abzüge, daß während der Dauer der Belichtung jede 
Radspeiche sich um die Hälfte des Winkels gedreht hat, den zwei auf- 
einanderfolgende Speichen miteinander bilden. Wie groß ist die Ge- 
schwindigkeit des Wagens, wenn das Rad 12 Speichen in gleichen Ab- 
ständen hat? 

339. Es seien drei Punkte A, B^ C auf einer Achse gegeben; be- 
stimme einen Punkt M auf dieser Achse, für den 



AC AM 



CB MB 

ist. Diskussion. — Die Zahl q heißt das Doppelverhältnis der vier Punkte 
AB CM, Untersuche den besonderen Fall, wo die Abszisse des Punktes 
A gleich und die Abszisse des Punktes C gleich 1 ist, während die 
Abszisse des Punktes B immer größere positive Werte annimmt und 
schließlich unendlich groß wird. 

340. Teile eine Zahl A in n Teile, die den n Zahlen o^ , a^,. ..a^ 
proportional sind, d. h. suche Zahlen x^^ x^^ . . .x^^ für die 

^1 + ^j + • • • + ^« == -^1 



«1 ö« «71 
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ist. Löse dieses System auf und diskutiere die Lösung unter der An- 
nahme, daß die Zahlen a^ , a^^ . . . a^ positiy oder negativ sein können. 
Zeige, daß die Aufgabe bestimmt ist, wenn: 

«1 + «8 H h «n 

von Null verschieden ist. 

341. Bestimme p, g, r derart, daß in dem Produkt: 

(x^ -\- px* -{- qx -\- r)(ax^ -{- bx* -^ cx-\- d) 

die Koeffizienten von x^^ x^, x gleich Null sind. Diskussion. 

342. Ein lenkbares Luftschiff durchlaufe eine von Norden nach 
Süden gerichtete geradlinige Bahn von 50 km und kehre darauf nach 
seinem Ausgangspunkte zurück. Während der ganzen Fahrt soll der 
Wind eine unveränderliche Greschwindigkeit besitzen und beständig von 
Norden nach Süden wehen. Die wahre Greschwindigkeit des Luftschiffs 
ist, wenn es sich in der Richtung des Windes bewegt, gleich seiner 
Eigengeschwindigkeit, vermehrt um die Windgeschwindigkeit; wenn es 
aber gegen den Wind fährt, ist seine wahre Geschwindigkeit gleich 
seiner Eigengeschwindigkeit, vermindert um die Windgeschwindigkeit. 
Unter diesen Voraussetzungen soll die Geschwindigkeit des Luftschiffs 
in Kilometern für die Stunde und die Windgeschwindigkeit in Metern 
für die Sekunde berechnet werden, wenn die Dauer der Fahrt t Stunden 
auf der Hinfahrt und t' Stunden auf der Rückfahrt betragen hat. 
Diskussion. Wende die Lösung auf den Fall an, wo die Dauer der 
Hinfahrt 1 Stunde und die Dauer der Rückfahrt 2 Stunden 15 Minuten 
beträgt. 

343. Eine Mischung von drei Körpern, für welche die Formeln 
gelten: HjO, CnHpOq, CrH,, enthält, wie man durch Analyse feststellt, 
a g Wasserstoff, 6 g Kohlenstoff und c g Sauerstoff. Berechne die Ge- 
wichte der drei Körper, die in der Mischung vorkommen. (Atomgewichte : 
Kohlenstoff 12, Wasserstoff 1, Sauerstoff 16.) 

Gib insbesondere an, für welche einfachen Werte von n, p, q und r die 
Aufgabe unmöglich oder unbestimmt ist, wenn a^h^ c geeignet gewählt 
werden. 

344. Eine Mischung von drei Körpern, für welche die Formeln 
gelten: HjO, CO, C^HpOr, enthält a g Wasserstoff, hg Kohlenstoff, 
c g Sauerstoff. Berechne die Gewichte der drei Körper, die in der 
Mischung vorkommen. Diskussion. 

345. AB sei ein Durchmesser eines Kreises mit dem Mittelpunkt 0. 
Man zieht die beiden Kreise, die die Durchmesser AO und BO haben. 
Berechne den Durchmesser eines Kreises^ der diese drei Kreise berührt. 

346. Gegeben sind zwei Kreise von demselben Halbmesser. Be- 
rechne den Halbmesser eines Kreises, der diese beiden Kreise und die 
Verbindungsgerade ihrer Mittelpunkte berührt. 
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347. Gegeben ist ein Kreis und eine Tangente an ihn. Bestimme 
auf dem Kreise zwei Punkte A und B, für die das Viereck AB AB 
ein Quadrat ist, wo AA' und BB' die von den Punkten aus auf die 
Tangente gefällten Lote sind. 

348. Ein Kaufmann hat zwei Tonnen, die nicht ganz gefüllt sind 
und ungleiche Mengen Weines enthalten. Er schüttet aus der ersten 
Tonne in die zweite soviel Wein, als die zweite Tonne enthält. Darauf 
schüttet er aus der zweiten Tonne in die erste soviel Wein, als er in 
der ersten Tonne gelassen hatte. Endlich schüttet er aus der ersten 
Tonne in die zweite soviel Wein, als er in der zweiten Tonne gelassen 
hatte. Jede der beiden Tonnen enthält jetzt 80 Liter. Wieviel Liter 

^ enthielt jede Tonne zuerst? 

349. Der Gesamtinhalt von 3 Wassertonnen beträgt 1440 Liter. 
Zwei von diesen Tonnen sind voll und die dritte ist leer. Um die leere 
Tonne zu füllen, braucht man den ganzen Inhalt der ersten Tonne und 
\ vom Inhalt der zweiten, oder den ganzen Inhalt der zweiten und ^ 
vom Inhalt der ersten. Bestimme den Rauminhalt jeder dieser Tonnen. 

360. Ein Viehzüchter hat eine gewisse Menge von Kuhfutter. Wenn 
er 76 Kühe verkaufen würde, so würde sein Vorrat 20 Tage länger 
reichen. Wenn er dagegen 100 Kühe ankaufte, so würde er 16 Tage 
weniger reichen. Wieviel Kühe hat er und für wieviel Tage reicht 
das Futter? 

351. Vier Arbeiter haben eine Arbeit zu verrichten. A und B 
würden sie in 10 Tagen, A und C in 12 Tagen, A und 2) in 10 Tagen ' 
und JB, C und D in 1\ Tagen leisten. Wieviel Zeit würde jeder Arbeiter 
allein für sich gebrauchen, und in welcher Zeit werden sie die 'Arbeit 
alle zusammen leisten? 

362. Drei Brüder wollen ein Haus kaufen, das 70000 JC kostet. 
Keiner von ihnen besitzt allein für sich soviel Kapital. Wenn aber der 
älteste dem zweiten ein Drittel von dem gäbe, was er besitzt, oder dem 
dritten ein Viertel von dem, was er besitzt, so hätte jeder von beiden 
genug Geld, um das Haus zu kaufen. Der älteste leiht sich jedoch die 
Hälfte des Vermögens, das der dritte besitzt, und kauft das Haus. 
Wieviel besaß jeder Bruder? 
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■ 

Untersuchung des Binoms ersten Grades; 

graphische Darstellung 

L üntersucliimg des Binoms ersten Grades 

168. Allgemeine Bemerkungen Aber Funktionen. 

Unter einem Binom ersten Grades versteht man den Ausdruck 
ax -{-hy in dem a und b bekannte Zahlen oder Eonstante sind, 
während x eine Veränderliche bedeutet. Dieses Binom unter- 
suchen, heiBt ermitteln, wie es sich ändert, wenn x alle mög- 
lichen Werte annimmt. Wir wollen den Wert des Binoms 
mit y bezeichnen, also schreiben 

y ^ ax + b. 

Vermöge dieser Gleichung entspricht jedem bestimmten 
Werte der Veränderlichen x ein bestimmter Wert der Ver- 
änderlichen y. Diese Abhängigkeit zwischen x und y ist ge- 
meint, wenn man sagt, y sei eine Funktion von x. 

Wenn y eine Funktion von x ist, so ist auch im allge- 
meinen X eine Funktion von y. Wenn nämlich a nicht ver- 
schmndet, so folgt aus der Gleichung y ^ ax + h für x der 
Wert: 

1 h 

X ^ —y . 

a ^ a 

Ist aber a Null, so kann x nicht mehr als Funktion von 
y angesehen werden; denn jetzt ist y gezurnngen^ den Wert h 
anzunehmen, mit Ausschluß jedes anderen Wertes. 

Sieht man y als Funktion von o? an, so sagt man, x sei 
die unabhängige Veränderliche; man nimmt nämlich an, daß x 
sich auf willkürliche Weise ändert, d. h. unabhängig von jeder 
Bedingung. Dagegen heißt y, weil seine Veränderung von 
der Veränderung des x abhängt, die abhängige Veränderliche. 
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Wenn a Null ist, so ist y allerdings unveränderlich. Allein man 
faßt dies, unter Erweiterung des Begriffs der Funktion, als eine 
besondere Art der Abhängigkeit auf*, y ist in diesem Falle 
gleich 6 für jeden Wert von x. 

Welche der beiden in einer Gleichung zwischen x und y 
vorkommenden Veränderlichen man als unabhängige Veränder- 
liche und welche man als Funktion wählt, ist an und für sich 
gleichgiltig. Es ist aber üblich, und wir werden uns diesem 
Gebrauche anschließen, x als unabhängige Veränderliche und y 
als Funktion zu wählen. 

Es gibt sehr verwickelte Funktionen, d. h. sehr verwickelte 
Formeln, durch die eine Veränderliche y bestimmt wird, wenn 
eine Veränderliche x gegeben ist. Die Funktion y, die wir vor- 
hin erklärt haben, ist jedoch eine der einfachsten Funktionen. 
Sie heißt eine lineare Funktion; den Grund dieser Benennung 
werden wir bald kennen lernen. 

169. irntersnchnng der linearen Funktion. Bei der 

Untersuchung der linearen Funktion woUen wir zunächst den 
Buchstaben a und b einfache Zahlenwerte erteilen. Betrachten 
wir also zum Beispiel die Funktion: 

y^2x+3. 

Wir geben dem x zwei verschiedene Werte x^ und x^ und 

bezeichnen die entsprechenden Werte von y mit y^ und y^. 

Dann ist: 

y, == 2x, + 3, 

y, = 2x2 + 3. 
Hieraus folgt sofort: 

Wie man sieht, ist die Differenz der beiden Werte von y 
gleich dem Produkt der Differenz der beiden Werte von x, in 
derselben Reihenfolge genommen, mit 2. Mithin ist y^ größer 
oder kleiner als y^, je nachdem x^ größer oder kleiner als x^ 
ist. Man sagt daher, daß y wächst, wenn x wächst, und ab- 
nimmt, wenn x abnimmt; y heißt auch eine wachsende Funktion. 

Erklärung. Eine Funktion y heißt eine wachsende Funktion 
von X, wenn y bei wachsendem x, d. h. sobald dem x größere 

Borel-St&ckel, Die Elemente der Mathematik I 18 



274 Algebra 

Werte erteilt werden, ebenfalls wächst^ d. h. größere Werte an- 
nimmt. 

Diese Erklärung wird später yervollstandigt werden; wir 
werden sehen^ daß es Funktionen gibt, die für gewisse Werte 
Yon X wachsend sind, für andere dagegen nicht. Hier liegt 
jedoch eine beständig wachsende Funktion yor. 

Es sei jetzt die Funktion gegeben: 

Bei denselben Bezeichnungen ist: 

Vi 2ir, + 5, 

ya = - 2Xi + 5, 

Die Differenz der beiden Werte von y ist hier gleich dem 
Produkt der Differenz der beiden entsprechenden Werte von x, 
in derselben Reihenfolge genommen, mit — 2. Wenn also x^ 
größer ist als x^, so ist y^ kleiner als y^. Wenn x wächst, 
nimmt y ab; wenn x abnimmt, wächst y. Die Funktion y 
heißt daher abnehmend. 

Erklärung. Eine Funktion y heißt eine abnehmende Funk- 
tion von Xf wenn y bei wagendem x, d. h, sobald dem x größere 
Werte erteüt werden, abnimmt, d. h. kleinere Werte annimmt 

Auch diese Erklärung wird später vervollständigt werden. 
Die beiden soeben gegebenen Erklärungen genügen aber für 
den Augenblick; denn die Funktionen, die wir hier untersuchen, 
sind entweder beständig wachsend oder beständig abnehmend 
oder konstant, d. h. von x unabhängig. Man kann nämlich, 
aus dem Vorhergehenden schließen, daß der Lehrsatz gilt: 

Lehrsatz 68. Die durch die Gleichung: 

y ^ ax + b 

erklärte lineare Funktion von x ist beständig wachsend, wenn 
der Koeffizient a positiv ist, beständig abnehmend, wenn der 
Koeffizient a negativ ist, konstant, wenn der Koeffizient a ver- 
schmndet. 

Die beiden ersten Teile dieses Satzes folgen aus der Formel: 

^2 - yi = ö^(^2 - ^i), 

die zeigt, daß y^ ~ y^ dasselbe Vorzeichen hat wie x^ — x^ 
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oder entgegengesetztes^ je nachdem a positiv oder negativ ist. 
Der dritte Teil ist unmittelbar klar; denn wenn man a » 
annimmt, gilt ieständig, d. h. für jedes x, die Gleiclimig y ^b. 
Wir kommen am Schluß des Kapitels, nachdem wir die 
graphische Darstellung auseinandergesetzt haben, auf diesen 
Lehrsatz zurück. 

160. Wir wollen jetzt untersuchen, wie sich y ändert, 
wenn dem x nach und nach alle möglichen, positiven und 
negativen, Werte erteilt werden. Man sagt dafür kürzer, unter 
Benutzung des Zeichens oo (Nr. 111, 130), daß x von — <x> 
bis + oo geht Man setzt also für die Veränderliche x zu- 
nächst eine negative Zahl, deren absoluter Wert sehr groß ist, 
und darauf nach und nach algebraisch größere Zahlen, bis man 
zu sehr großen positiven Werten gelangt. So kann man zum 
Beispiel der YenLnderlichen x nach und nach die Werte er- 
teilen: 

-100000, -1000, -10, 0, +10, +1000, +100000. 

Der Ausdruck sdir große Werte hat übrigens an und für 
sich keinen Sinn; denn eine Länge von 20 Kilometern ist sehr 
groß, wenn man sie mit den Ausdehnungen eines Blattes Papier 
vergleicht, aber sehr klein, wenn man sie mit den Ausdeh- 
nungen der Erdkugel vergleicht; eine Länge von einer Million 
Kilometer ist wiederum sehr klein, wenn man sie mit den Ab- 
ständen der Gestirne vergleicht Man muß daher den Aus- 
druck sehr groß auf die anderen Größen beziehen, die gleich- 
zeitig mit der Veränderlichen x betrachtet werden, also bei 
der Frage, die uns beschäftigt, auf die Koefüzienten a und b. 

161. Wenn x dem absoluten Werte nach sehr groß ist, 
so ist auch der absolute Wert von y sehr groß; ist a positiv, 
so hat y dasselbe Vorzeichen wie X] ist a negativ, so hat y 
das entgegengesetzte Vorzeichen wie x. Es sei nämlich: 

y^2x + 500. 

Ist a: = — 10, so ist y = 480; y ist positiv wegen des 
positiven Gliedes 500. Ist a; == — 100, so ist y = 300, also 
immer noch positiv. Wenn dagegen a? =— — 100 000 ist, so ist 
y 200000 + 500 199 500; der positive Wert 500 

18» 
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hindert also y nicht mehr, negativ zn werden; dem absolnten 
Werte nach ist y dann sehr groß. Ist femer: 

y 3a; + 5000, 

so wird für x - 1000000: 

y 3000000 + 5000 =--2995000. 

Hieraus folgt der Lehrsatz: 

IiehrsatB 69. Ist a positiv, soisty ^ ax + b gleich + cx> für 
a? = + oo und gleich — oo für a? = — oo. Ist a negativ, so ist 
y:^ax + h gleich-'Oo für x=^ + <x> und gleich + oo für x =^ — 00. 

Ist a von Null verschieden, so ist y gleich Null, wenn 

ax + h = 

ist, also für: 

b 

a 

Ss gibt also einen und nur einen Wert von x, für den y 

verschwindet. Wir wollen diesen besonderen Wert von x mit 

Xq bezeichnen, also setzen: 

b 

dann ist: 

& = - axQy 
und wir erhalten: 

y =^ ax + b ^ ax — ax^ 
und schließlich: 

y^a(x — XQ). 

Diese Form kann dem Binom ersten Grades gegeben 
werden, wenn a von Null verschieden ist: dabei bedeutet x 
eine Veränderliche und x^ einen besonderen Wert dieser Ver- 
änderlichen. Sie zeigt sofort, daß y verschwindet, wenn x — Xq 
ist, imd nur in diesem Falle. 

162. Wir besitzen jetzt die Mittel, um eine Tabelle des 
Verlaufes der Funktion y zu entwerfen, wenn x von — 00 
bis + 00 geht. 

Wir setzen zunächst a als positiv voraus. Es sei zum 
Beispiel die Funktion gegeben: 

y = 2ä? ■— 5. 
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Für a; =» — oo ist y = — oo. Wenn x wächst, so wächst 
auch y^ d. h. es nimmt negative Werte an, deren absoluter 

Wert immer kleiner wird. Für a? = ist y = — 5; für x=» — 

ist y = 0; wenn x von -5- an wächst, so nimmt y immer größere 

und größere positive Werte an. Endlich ist für ic «■ + 00 auch 
y =» + 00. Man kann diese Bemerkungen in folgende Tabelle 
zusammenfassen: 



X 



— 00 







2 



+ 00 



— 00 



negativ; 
wächst 



— 6 



negativ; 
wächst 







positiv; 
wächst 



4-<x) 



In der ersten Reihe stehen die ausgemchneten Werte 
von X, d. h. die Werte von a?, für die ein Umstand eintritt, 
den man für beachtenswert hält. Diese ausgezeichneten Werte 
sind in wachsender Reihe angeordnet. Unter jedem von ihnen 
steht der entsprechende Wert von y, und in den. Zwischen- 
räumen, die diese Werte trennen, ist kurz erwähnt, wie sich 
y verhält, wenn x das darüberstehende Gebiet wachsend 
durchläuft. 

163. Wir betrachten jetzt die Funktion: 

y Y^- 1- 

2 
Die ausgezeichneten Werte von x sind hier — 00, — ^^ 

und + 00; femer ist y abnehmend, da der Koeffizient von 
X negativ ist Man hat also folgende Tabelle: 



X 


— CX) 


2 
3 









+00 


y 


+ 00 p^'^*^^' 

nimmt ab 





negativ; 
niTnint ab 


— 1 


negativ; 
nimmt ab 


—00 



Wir werden die Untersuchung des Binoms ersten Grades 
durch das Verfahren der graphischen Barstellung vervollstän- 
digen, zu dem wir nunmehr übergehen. 
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II. Die grapUsclie Darstellung 

164. OraphlBOhe Darstellung der Temperatur. Wenn 
wir uns Yon der Temperatur^ die während eines Nachmittags 
im August auf der Terrasse eines Landhauses herrscht^ Rechen- 
schaft geben wollen^ werden wir die Angaben eines dort auf- 
gestellten Thermometers Yon Zeit zu Zeit aufzeichnen. Wir 
sehen Stunde für Stunde nach dem Thermometer und schreiben 
in unser Notizbuch etwa die folgenden Beobachtungen: 



Mittag . . , 


. . 26® 


7 Uhr . . 


. . 18® 


1 Uhr . . 


. . 26® 


8 Uhr . . 


. . 17® 


2 Uhr . . . 


. . 26,6® 


9 Uhr . . 


. . 16,5® 


3 Uhr . . 


. . 26® 


10 Uhr . . 


. . 16® 


4 Uhr . . 


. . 26,6® 


11 Uhr . . 


. . 16,6® 


6 Uhr . . 


. . 24® 


Mittemacht 


. . 16® 


6 Uhr . . 


. . 21® 







Diese Beobachtungen geben ein Bild yon dem Verlauf der 
Temperatur; bei aufmerksamer Prüfung der aufgezeichneten 
Zahlen kann man etwa sehen, daß die Temperatur um 2 Uhr 

am höchsten war, 
— ^ daß sie sich zwischen 

2 Uhr und 4 Uhr 
wenig verringert hat, 
daß sie aber zwischen 
5 Uhr und 6 Uhr 
und zwischen 6 Uhr 
und 7 ühr viel 
rascher gefallen ist 
usw. Man wird je- 
doch diese verschie- 
denen Bemerkungen 
viel leichter ma- 
chen, wenn man sich 
mit Hilfe der Zahlen, 
die wir in unserem Notizbuch aufgeschrieben haben, den Ver- 
lauf der Temperatur graphisch darstellt. Hierunter versteht 
man folgendes. 

Wir ziehen (Fig. 13) eine horizontale Gerade, auf der wir 
in gleichen Abständen Punkte bestimmen, die den aufeinander- 




Mfbi. 



Fig. 13 
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L,li , , I ■ , . ■ , . . 

folgenden Standen entsprechen sollen: Mittag, 1 übr^ 2 Uhr 
usw. bis Mittemacht. In jedem dieser Punkte errichten wir 
auf der Geraden die Senkrechte und tragen auf ihr vom Fuß- 
punkt aus eine Länge ab, die der Temperatur proportional ist, 
welche wir zu der angegebenen Stunde beobachtet haben. 
Wenn wir etwa einen Temperaturgrad durch 2 mm darstellen^ 
so hat die Strecke^ die in dem Punkte für den Mittag senk- 
recht zu der horizontalen Geraden gezogen worden ist, die 
Länge 25 • 2 mm » 50 mm; die Strecke^ die zu dem Punkte für 
1 Uhr gehört; hat die Länge 26 • 2 mm » 52 mm usw. Wir 
erhalten so eine Folge von Punkten ÄBCDE ... 0. Verbinden 
wir jeden dieser Punkte mit dem folgenden durch eine Gerade, 
so entsteht eine gebrochene Linie; diese gebrochene Linie 
nennt man die graphische Da/rstdlung der Temperatwr. 

Es genügt; einen Blick auf die Figur zu werfen, um zu 
erkennen, wie sich die Temperatur während des Nachmittags 
geändert hat. G ist der höchste Punkt der gebrochenen Linie; 
um 2 Uhr ist es also am heißesten gewesen. Femer liegen 
die Punkte D und E fast ebenso hoch wie C\ die Temperatur 
ist also zwischen 2 Uhr und 3 Uhr und zwischen 3 Uhr und 

4 Uhr nur wenig gefallen. Dagegen sind die Geraden FG 
und GH stärker gegen die Horizontale geneigt; zwischen 

5 Uhr und 6 Uhr und zwischen 6 Uhr und 7 XJhr ist also 
eine große Veränderung der Temperatur eingetreten usw. Dies 
alles erkennt man sofort beim bloßen Anblick der graphischen 
Darstellung, während man es aus den Zahlen, die wir in unser 
Notizbuch eingetragen hatten, erst herausrechnen mußte. 

166. Um die graphische Darstellung zu erhalten, haben 
wir die Temperatur von Stunde zu Stunde beobachtet. Offen- 
bar würde sich ein genaueres Bild ergeben, wenn wir die 
Temperatur alle Viertelstunden, alle 5 Minuten, alle Minuten 
beobachteten. Die Zeichnung enthielte dann eine größere Anzahl 
von Punkten, und die gebrochene Linie hätte eine größere An- 
zahl von Seiten. 

Man hat sogenannte BegisMerthermometer erfunden (Fig. 14), 
die mit Hilfe eines Mechanismus, den wir hier nicht zu be- 
schreiben haben, in jedem Augenhlich auf ein Stück Papier 
den Punkt A aufzeichnen, der in diesem Augenblick die Tem- 
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peratnr angibt. DaB 
Blatt Papier wird 
;i durch ein Uhrwerk 

in Bewegung gesetzt, 
JI^^^!qh> Bodaß um Mittag der 
^^^3^ P"°^* 4 um 1 Uhr 
der Punkt B, um 
2 Uhr der Punkt C, 
"«'1* und in jedem Äugen- 

blicke der diesem Augenblicke entsprechende Punkt aufgezeich- 
net wird. Die Gesamtheit dieser Punkte bildet eine fortlaufende 
Linie, eine Kurve 
(Fig. 15), die uns die 
vollständige graphi- 
sche Darstellung des 
Verlaufs der Tem- 
peratur liefert. 

Die vorhergehen- 
den Betrachtungen 
lassen sich in die 
folgende Regel za- 




6" 9^ irf !>• M*i. 



Regel 28. üht 
den Verlauf der Tem- 
peratur graphisch 
dareuddlen, ei^ 
man (Fig. 16) eine Achse Ox, auf der man die Zeiten durch 
i*M«Äfc darst^. Zu diesem Zwecke wird eine Längeneinheit 
und eine Zetteinkeit, ein Anfangspunkt der Abszissen und 
ein Anfang der Zeiten festgesetzt, die 
,--- einander zugeordnet werden. Ein he- 
itrer AugenUick wird dann dwrch 
den Punkt A dargestellt, dessen Ab- 
ssisse dem ZmipunM dieses Augen- 
Uickes entspricht. 

Sier(mf errichtet man in jedem 

—^ Punkte A die Senhrei^ie auf der Ab- 

szissenaehse, und trägt auf ffir von A 
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aus nach oben eine Strecke AA' aby die ewr DarsteUung 
der Temperatttr dient Dazu setzt man eine Einheit der 
Temperatur tmd eine Längeneinheit fest, die aber nicht die- 
selbe zu sein braucht wie bei der Zeit, und bestimmt den 
Punkt A daduATch, daß der algebraische Wert der Strecke AÄ 
gleich der Zahl ist, die die Temperoitur mit der gewähUen Ein- 
heit mißt. 

Um die graphische Darstellung der Temperatur zu erhalten, 
hat man nur noch alle diese Punkte Ä du/rch eine fortlaufende 
Linie zu verbinden. 



Die algebraische Maßzahl der Strecke OA heißt die Abs- 
zisse (Nr. 99) und die algebraische Maßzahl der Strecke AA' 
die Ordinate des Punktes A\ Man darf zur Messung der 
beiden Strecken verschiedene Längeneinheiten benutzen; dieser 
Umstand ist für die praJctischen Anwendungen der graphischen 
Darstellung sehr wichtig, weil man häufig nur bei verschie- 
denen Längeneinheiten die fortlaufende Linie auf dem Zeichen- 
blatte unterbringen kann, und auch die Zeichnung dadurch 
deutlicher wird. Bei den mathemaitischen Untersuchungen über 
die graphische Darstellung ist es jedoch üblich, der Einfa^ch- 
heit halber für beide Strecken dieselbe Einheit zu wählen, und 
wir werden dies auch immer tun, falls wir nicht vorher das 
Gegenteil ausdrücklich ankündigen, 

Ist die gemeinsame Einheit das Zentimeter, so stellt der 
Punkt A den Augenblick dar, in dem seit dem Anfang der 
Zeit so viele Zeiteinheiten verflossen sind, als die Strecke OA 
Zentimeter mißt, und der Punkt A' stellt eine Temperatur dar, 
die soviele Temperatureinheiten beträgt, als die Strecke AA' 
Zentimeter mißt. 

166. Positive nnd negative Abssisseu und Ordi- 
naten. Wir wollen jetzt annehmen, eine Temperatur liege 
unter Null, werde also durch eine negative Zahl gemessen. 
Dann ist es vernünftig, sie durch eine Strecke darzustellen, 
die u/nterhcUb Ox liegt. Wir wollen zum Beispiel annehmen, 
man habe während einer Winternacht folgende Temperaturen 
beobachtet: 
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6 Uhr abends +3^ 

7 Uhr abends + 2,1 ^ 

8 Uhr abends +1^ 

9 Uhr abends — 0,9 ® 

10 Uhr abends — 2,6 « 

11 Uhr abends — 4,2<> 



1 Uhr morgens — 6,7 ® 

2 Uhr morgens — 7,6 ® 

3 Uhr morgens — 8,2 * 

4 Uhr morgens — 8,7 * 
6 Uhr morgens — 8,9 ^ 
6 Uhr morgens — 9 ®. 



Mittemacht — 6,6 * 

Die graphische Darstellung der Temperatur ergibt sich 
aus der Figur 17; in dieser wird durch die Längeneinheit der 
Abszissen (5 mm) eine Stimde, und durch die Längeneinheit 
der Ordinaten (auch 5 mm) ein Grad dargestellt. 

Ist Mittemacht 
der Anfang der Zeit^ 
so wird ein Zeitpunkt 
nadi Mittemacht; etwa 
3 Uhr morgens, durch 
die Abszisse -f 3 dar- 
gestellt, wobei der An- 
fangspunkt der Ab- 
szissen der Punkt 
ist, der der Mittemacht 
entspricht, während ein 
Zeitpunkt vor Mitter- 
nacht, zum Beispiel 
10 Uhr abends, durch 
die Abszisse — 2 dar- 
gestellt wird. Wir 
wollen dies genauer auseinandersetzen und gans allgemein das 
„Koordinatensystem^^ erklären, das man nach dem Namen seines 
Erfinders Descartes (Geometrie 1637) das kartesische nennt. 
167. Allgemeine Erklftnmg der karteslschen 
Koordinaten. Wir betrachten zwei aufeinander senkrechte 
Achsen Oa?, Oy, oder, wie man kürzer sagt, zwei reckir 
winklige Achsen, Der Punkt M liege in dem Winkelraume 
xOy, der von den positiven Richtungen der Achsen gebildet 
wird (Fig. 18). Wir f äUen von M aus die Lote MA und MB 
aiif die Achsen. Dann ist das Viereck OAMB ein BecJUeck. 
Wir wollen die Seiten dieses Rechtecks mit derselben Längen- 
einheit, etwa dem Zentimeter, messen. 
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In der Figur ist: 

OÄ^BM^S cm, 
0-B = ^Jf=4,5 cm. 

Die Zahl 3 heißt die Abszisse des Punktes M und die 
Zahl 4,5 seine Ordinale; die beiden Zahlen 3 und 4,5 zu- 
sammen genommen heißen seine beiden Koordinaten, Die 
Koordinaten sind also zwei Zahlen, die dazu dienen, die Lage 
von M in der Ebene zu bestimmen. Die Achsen Ox und Oy 
heißen die Koordinatenacksen; Ox heißt die Äbszissenachse und 
Oy die Ordinaten- 
achse. Der Punkt 
ist der Koordinaten- 
anfang; er ist gleich- 
zeitig Anfangs- 
punkt der Abszissen 
und Anfangspunkt 
der Ordinaten. 

Wir betrachten 
jetzt (Fig. 19) 
Punkte P, Q, B in 
den drei anderen 
Winkeln, die die 
Koordinatenachsen 
bilden. Die Koordi- 
naten dieser Punkte 
werden auf dieselbe 
Art erklärt. Man 
zeichnet zum Beispiel für den Punkt P das Rechteck OCPD', 
die Koordinaten von P sind dann gleich den Maßzahlen der 
Strecken OD und OC, d. h. gleich —5 und gleich -f 1; 
denn die Strecke OD hat negative Richtung und die Strecke OC 
positive Richtung. Ebenso ersieht man aus der Figur, daß der 
Punkt Q die Abszisse —2,5 und die Ordinate —3,5 und der 
Punkt B die Abszisse + 3 und die Ordinate — 2,5 hat. 
Hieraus folgt die Regel: 

Begel 29. Sind zwei recktwinlcUge Achsen Ox und Oy 
gegeben, so werden die Koordina/ten eines Punktes M der Ebene 




Fig. 18 
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SO erklärt: Wir fäUen vom Punkte M cms die Senkrechten MA. 
auf Ox und MB cmf Oy. Dann ist die Absssisse von M gleich der 
algdyraischen Maßzahl der Strecke OA auf der Abszissenadise 
Ox, und die Ordinate von M gleich der algebraischen Maßsdhl 
der Strecke OB OMf der Ordinatenadise Oy. 

Auf diese Art erhalten wir die Koordinaten eines gegebenen 
Punktes. Es ist jedoch ebenso wichtig, einen PunM zu zeichnen^ 

dessen Koordi- 
naten gegeben 
sind. Wir be- 
weisen dazu 
den folgenden 
Lehrsatz: 

Lehrsatz 70. 
Sind zwei recht- 

winTdige 
Achsen, Ox tmd 
Oy,eineLängenr 
einheit und zwei 
beliebige posi- 
tive oder negar 
tive Zahlen ge- 
geben, so gibt es 
einen und nur 
dnenPufiktfder 
die erste dieser 

Zahlen zur Abszisse und die zweite zur Ordinate hat Wir erhalten 
diesen Punkt durch folgende Zeichnung: Wir tragen von aus auf 
Ox eine Strecke OA ab, deren algebraische Maßzahl gleich der 
gegebenen Abszisse ist, und a/uf Oy eine Strecke OB, deren alge- 
braische Maßzahl gleich der gegd>enen Ordinate ist. Dann ist 
der gesuchte Punkt M die vierte Ecke des Bechtecks, von dem 
drei Ecken mit den Punkten A, 0, B zusammenfallen. 

Der so erklärte Punkt M (Fig. 18) hat nämlich die ge- 
gebenen Zahlen zu Koordinaten, und er ist der einzige Punkt 
dieser Art; denn wird von einem Punkte, dessen Abszisse gleich 
der algebraischen Maßzahl der Strecke OA und dessen Ordi- 
nate gleich der algebraischen Maßzahl der Strecke OB ist, 




Fig. 19 
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das Lot auf Ox gefällt^ so geht es durch Ä, fällt also mit 
MÄ zusammen, und ebenso fällt das auf Oy geföUte Lot mit 
MB zusammen. Folglich muß der gesuchte Punkt mit M 
zusammenfallen. 

168. Besondere FUle. Wenn die Abszisse gleich 
NuU ist, so fällt der Punkt Ä mit dem Punkte und 
daher der Punkt M mit dem Punkte B zusammen. Mithin 
sind die Punkte, deren Abszisse Null isty Punkte der Achse Oy^ 
d. h. der Ordinatenachse, Ebenso sind die Punkte^ deren Ordi- 
nate gleich NuU ist, Punkte der AbszissencLchse. Der Punkt 
ist der einzige Punkt, fiir den beide Koordinaten gleich Null 
sind. 

Die Abszisse wird in der Begel mit dem Buchstaben x 
und die Ordinate mit dem Bachstaben y bezeichnet. Sollen 
mehrere Punkte unterschieden werden, so werden diese Buch- 
staben mit Indizes versehen: x^, x^y x^j . . ., y^, y^, y^, . . .; 
dabei erhalten die beiden Koordinaten ein und desselben Punktes 
ein und denselben Index. Man verwendet auch nicht selten 
den Buchstaben a für die Abszissen imd den Buchstaben h 
für die Ordinaten. Endlich bedient man sich auch der griechi- 
schen Buchstaben a, ß (statt a, V) und |, 17 (statt x, y). 

Anstatt zu sagen: der Punkt M, dessen Abszisse gleich 2 
und dessen Ordinate gleich — 3 ist, sagt und schreibt man auch 
kürzer: der Punkt M (a; = 2; y »= — 3), oder noch kürzer: der 
Punkt M (2, — 3); mcm schreibt also zuerst die Abszisse, dann 
die Ordinate und trennt sie du/rch ein Komma. Wenn der 
Punkt nicht durch einen Buchstaben, wie A, M, P, . . . be- 
zeichnet wird, so kann man einfach sagen: der Punkt x ^2, 
y = — 3, oder noch kürzer: der Punkt (2, — 3). 

in. Graphische Darstellung des Binoms ersten Grades 

169. Wir wollen ein Thermometer in ein Gefäß tauchen, 
das mit kaltem Wasser gefüllt ist und in der Nähe eines 
schwachen Feuers steht, und nach jeder Minute die Temperatur 
aufzeichnen, die das Thermometer angibt. So erhalten wir 
etwa die folgende Tabelle: 
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Zeüpunkt Temperatur 
!• 

1 Min 8» 

2 Miii 6» 



Zeitpmikt 

3 Mm. 

4 Min. 
6 Min. 



Temperatur 



Wenn wir die Zahl der Minuten mit x und die ent- 
sprechende Zahl der Grrade mit y bezeichnen, so zeigt ein 
Blick auf diese Tafel, daß for o; gleich 0, 1, 2, 3, 4, 5 die 

Gleichung gilt: 

y = 2a;+l. 

Die Teinperatnr erhöht sich also in jeder Minute um 2^. Wir 

dürfen daher annehmen, daß 
die Temperatur des Wassers 
glekJrfSrmig wächst, sodaB sie 
sich zum Beispiel in ^ Mi- 
nute um ^ von 2^, d. h. um 
f Grad erhöht. Zur Zeit 
^ Min. wäre daher die be- 
obachtete Temperatur 7f* 
gewesen, und es besteht mit- 
hin auch in diesem FaU 
zwischen der Zahl der Mi- 
nuten X und der zugehörigen 
Zahl der Grade y die Glei- 
chung: 

y = 2a;4-l. 

Wir werden hierdurch zu 
der Vermutung veranlaßt, daß 
diese Gleichung für aMe zwischen und 5 enthaltenen Werte von x 
besteht, d. h. f&r jede Zeit, die zwischen den beiden äußersten 
Zeitpunkten liegt, in denen man beobachtet hat; wir sagen 
deshalb, diese Gleichung gebe das Gesetz der Temperatur wäh- 
rend jenes Zeitraums. 

Wir wollen die graphische Darstellung des Verlaufes der 
Temperatur ausführen. Dazu ziehen wir (Fig. 20) zwei recht- 
winklige Achsen Ox^ Oy und tragen auf Ox von aus fünfmal 
hintereinander die Längeneinheit ab. Wir erhalten so Punkte 
1^ 2, 3, 4, 5, die den Zeiten 1, 2, 3, 4, 5 entsprechen, während 
der Anfangspunkt der Zeit entspricht. Wir errichten 




Pig. 20 
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in diesen Punkten die Senkrechten auf Ox und machen OÄ =» 1^ 
1-B = 3, 2C-5, 3D-7, 4J5?=9, 5F-11. Jetzt woUen 
wir beweisen^ daß die Punkte ABGDEF in gerader Linie 
liegen. Dazu legen wir durch A die Parallele zu OXy die 
unsere Senkrechten in S^ C, 2)', J5?', F' treffe. Dann ist: 

AB = 1, AC^2, AD' ^5, AE^4^ AF ^h, 
BB^2, CC^A, DD^Ö, ITE^S, F'F^IO, 

Die rechtwinkligen Dreiecke AB'B, ACC, AlTD, AE'E, ÄFF 
sind also ähnlich; denn sie haben proportionale Katheten. 
PolgUch bilden die Geraden AB, AG, AD, AE, AF mit AF' 
denselben Winkel und fallen daher zusammen, d. h. die Punkte 
Ay By Cy Dy Ey F U^eu in gerader Linie. 

Wir wollen jetzt zeigen, daß durch diese Gerade AF der 
Verlauf der Temperatur in dem betrachteten Zeitraum voU- 
ständig dargestellt wird, d. h. wenn ma/n einen beliebigen 
ZeitpunJct x betracktety der dem Punkte P auf Ox entsprichty 
so soU die Temperatur y in diesem Zdtpwnkt dwrch die alge- 
braische Maßgähl der Strecke PM gegeben werden, die sich er- 
gibty indem man in P die Senkrechte auf Ox errichtet tmd ihren 
Schnittpmkt M mit AF nimmt. 

Es sei nämlich M' der Schnittpunkt von PM mit AF\ 
Dann ist das Dreieck AMM dem Dreieck AB^B ähnlich, und 
daher wird 



Andrerseits ist: 



AM' ^ AB' 



PM « PM' + M'My 



OP - AM\ 



Hieraus folgt: 



PM^20P+1, 



Wird also die Strecke PM mit y und die Strecke OP mit 
X bezeichnet, so gilt die Gleichung: 



Mithin gibt der algebraische Wert der Strecke PM wirklich 
die Temperatur, die der Abszisse OP entspricht. 
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Wenn also der Verlauf der Temperatur in einem gegebenen 
Zeitraum algebraisch durch ein Binom ersten Grades dar- 
gestellt wird, so wird er graphisch durch eine gerade Linie 
dargestellt. Wegen dieser wichtigen Eigenschaft heißt die 
Funktion y, die durch die Gleichung y == ax + b erklärt wird, 
eine lineare Punktion von a?; sie wird nämlich graphisch durch 
eine gerade Linie dargestellt. 

170. Andere Beispiele. L Es soll die Funktion y graphisch 
dargestellt werden, die durch die Gleichung erMärt wird: 

y :^ 4t — 3a;; 

X möge von — 1 bis 2 gehen. 

Man kann hier folgende Tabelle 
aufstellen: 

X 1 

x^O 

x^l 

x = 2 




Punkt A 
B 
C 
D 



V 



79 



;? 



Fig. 21 



y = 4 

y = -2 

Genau wie vorhin läßt sich zeigen, 
daß die Punkte A, B, 0, D m gerader 
Linie (Fig. 21) liegen. Diese Gerade 
triflFt Ox in einem Punkte M. Für 
diesen Punkt M ist y gleich Null. 
Wird also die Abszisse von M mit a?« 



bezeichnet, so muß 4 — 3a?o==»0 sein, und daher ist: 

4 

n. Es soU die Funktion y graphisch dargestdU werden, die 
durch die Gleichung erklärt wird: 

. 2 

X möge von —3 bis +2 gehen. 
Wir bilden die Tabelle: 



X — — Z 


y--l+2-l 


Punkt Ä 


X--2 


^ 1+5-5 


„ B 


X--1 


1 1 2 1 

y 1 + 8 3 


„ c 
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x — O 


y--i 


Punkt D 


x-l 


1 2 6 
y 1 8 8 


n E 


x-2 


y 1 8 8 


„ F. 




Fig. 22 



Die Punkte A, B, C, D, E, F liegen in gerader Linie 
(Fig. 22). Diese Gerade triffl; Ox 
in einem Punkte M, dessen Ab- 
szisse — ö" ist; für diesen Wert 

von X ist y gleich NuU. 

ITL Allgemeine Unter- 
snchnng der linearen Funk- 
tion. Wir wollen jetzt den Ver- 
lauf der linearen Funktion unter- 
suchen, indem wir x von —oo bis 
+ oo gehen lassen, d. h. indem wir der Abszisse x alle mög- 
lichen negativen und positiven Werte geben. 

Gregeben sei etwa die lineare Funktion: 

y = 2a;-f3. 

Die vollständige graphische Darstellung des Verlaufs dieser 
Funktion ergibt sich folgendermaßen": Man gebe dem x alle 
möglichen Werte und berechne die entsprechenden Werte von 
y, darauf zeichne man alle Punkte^ deren Koordinaten die zu- 
sammengehörigen Werte von x und y sind, und endlich ver- 
bindet man diese Punkte durch eine fortlaufende Linie, eine 
Kurve, Wir wollen zeigen, daß dxQ^e Kurve eine gerade Linie ist^). 

Wir betrachten zunächst die einfachere Funktion: 

Wenn wir, wie früher (Nr. 99), den algebraischen Wert 
der Strecke von Ä nach B mit AB bezeichnen, so entspricht 
(Fig. 23) der positiven Abszisse OA die positive Ordinate AM, 
die doppelt so groß ist wie OA, Ebenso entspricht der positiven 



1) Nach dem Sprachgebrauch der Mathematiker ist unter dem Be- 
griff der Kurve als besonderer Fall auch der Begriff der geraden Linie 
enthalten; werden aus der Gesamtheit der Kurven die geraden Linien 
ausgesondert, so bleiben die krummen Linien übrig. 

Borel-Stftckel, Die Elemente der Mathematik I 19 
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Abszisse OÄ eine positive Ordinate ÄM\ die doppelt so groß 
ist wie 0A\ Femer entspricht einer negaiiven Abszisse OA" 
eine negative Ordinate Al'M"j die ebenfalls doppelt so groß ist 
wie OÄ'. Folglich sind die rechtwinkligen Dreiecke OAM, 
OÄMy OÄ'M' ähnlich, denn sie haben proportionale Katheten^ 
nnd es ist: 



AM AM A'M 



OA 



OA' 



OA 



Die Winkel MOA, MOA\ M'OÄ' sind also gleich, und 
hieraus folgt, daß die Punkte Jf, Jf ', M" in gerader Linie 

liegen. Wird diese Gerade 
y I unbegrenzt verlängert, so 

stellt sie die Funktion 
y = 2x YoUstandig dar. 
Jedem Paare zusammen- 
gehöriger Werte x, y ent- 
spricht ein Punkt der Ge- 
raden, und umgekehrt er- 
füllen die Koordinaten eines 
beliebigen Punktes der Ge- 
raden die Gleichung y=2a?. 
Man sagt daher, die Glei- 
chung y = 2x sei die 
Gleichimg der Geradeny d.h. 
die Gleichung, der die 
Koordinaten eines beliebigen Punktes der Geraden genügen. 
Die Gerade MM' heißt auch die Gerade mit der Gleichung 
y = 2x oder kürzer die Gerade y = 2x. 

Nunmehr wollen wir die aUgemeinere Gleichung unter- 
suchen: 

y^2x + S. 

Es sei A ein beliebiger Punkt von Ox (Fig. 24) und 
AM die zugehörige Ordinate bei der Geraden y = 2x. Dann 
erhält man die Ordinate AP bei der Kurve y = 2x + 3, wenn 
man AM über M hinaus um drei Längeneinheiten bis P ver- 
längert. Ebenso entspricht einem Punkte A' von Ox ein Punkt 
Jf' der Geraden y = 2x und ein solcher Punkt P' der Kurve 
y = 2x + S, daß WF gleich 3 ist. Da nun die Strecken MP, 




Fig. 28 
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Jlf'P' gleich und parallel sind, ist die Figur JfPP'Jf' ein 
Parallelogramm. Der Punkt Y liegt also auf der Parallelen 
durch den Punkt P zu MM\ und daher liegen alle Punkte 
der Kurve y = 2x + ^ auf dieser Parallelen. Folglich stimmt 
die gesuchte Kurve mit dieser Geraden überein. 

Für a; = hat die Funktion y = 2a; + 3 den Wert 3; 
die entsprechende Ordinate ist OB und die Figur OBPM ist 
ebenfalls ein Parallelogramm. Die Strecke OB nennt man den 
Abschnitt der Geraden OMf der y-Achse. 

Da wir jetzt wissen^ daß die graphische Darstellung einer 
linearen Funktion y^ax + b eiue 
gerade Linie ist^ so brauchen wir 
nicht mehr^ um die graphische 
Darstellung zu erhalten ^ Tabellen 
zusammengehöriger Werte von x 
und y aufzustellen, wir können 
vielmehr einfacher verfahren. 

Um etwa die Funktion 
y = 2x + 3 graphisch darzu- 
stellen, brauchen wir nur zuerst 
den Punkt B zu zeichnen und 
darauf durch B die Parallele zu 
MM' zu ziehen. 

Man kann auch anders ver- 
fahren, nämlich außer dem Punkte B 
noch den Punkt C zeichnen, in dem 
die Gerade die Achse Ox trifft; für diesen Punkt ist 2a; + 3 = 0, 

d. h. a? = — Y ; man braucht dann nur B mit C zu verbinden, 

um die gesuchte Gerade zu erhalten. Die Strecke OC heißt 
der Abschnitt der Geraden auf der x-Achse. 

172. Beispiele. I. Es soll die Gerade gezeichnet uerden: 

j/ = -2aj + l. 

Man zeichnet zunächst die Gerade y = — 2x. Bei dieser Ge- 
raden — es ist die Gerade MM' (Fig. 25) — haben y und x be- 
ständig entgegengesetztes Vorzeichen. Die Gerade y =—2x + 1 
ergibt sich, indem man die Punkte P und P' verbindet, wobei 
MP und M'P' gleich der Längeneinheit sind. Oder man 

19* 




Fig. 24 
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zeichnet die Abschnitte OB — 1 und OC^-^ der Geraden auf 

der y- und ^ Achse und zieht durch die Punkte B und C die 
gerade Linie. 

n. Es 8oU die Grerade gezeichnet werden, die durch die 
Gleichung dargestdU wird: 

y Y^-2. 

Die parallele Gerade ist MM' (Fig. 26); femer ist 



0B = -2, OC 4. 





Fig. 25 



Fig. 26 



173. Bestlminimg der Biohtaugsgröße der Oe- 

raden, die awei Pnnkte verbindet. Die Neigung der 

Geraden 

y = ax + o 

gegen die a;-Achse wird durch die Größe und das Vorzeichen 
des Koeffizienten von x in ihrer Gleichung bestimmt. Aus 
diesem Grunde nennt man den Koeffizienten Ton x auch die 
Richtungsgröße der Geraden. 

Sind (x^, y^, (x^, y,) die Koordinaten zweier Punkte der 
Geraden y ^ ax + b, so ist: 

yi == ax^ + 6, 

y^ = ax^ + h. 

Hieraus folgt durch Subtraktion: 

y2-yi = a(^2-^i); 

also ist: 

(1) a^^^^' 

M/a ^^ .«/| 



1 

B 


p p» 













A A' JT 

* 
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Diese Formel liefert die Richtungsgröße der Geraden^ 
wenn die Koordinaten zweier Punkte der Geraden gegeben sind. 
Es gilt also die Regel: 

Regel 80. Die BichUmgsgröße einer Geraden ist gleich 
dem Quotienten der Differenz der Ordinaten zweier ihrer Funkte 
durch die Differenz der Abszissen dieser beiden Pm/JäCy in der- 
selben Beihenfolge genommen. 

Ist die Richtungsgröße gleich Null, so ist die Gerade 
parallel zu Ox] denn die Ordinate y hat den festen Wert by und 
wir haben es daher mit einer Geraden wie BPP zu tun (Fig. 27). 

Wenn die Richtungsgröße po- 
sitiv ist, so ist die Funktion y^ax+b 
wachsend, wenn sie aber negativ ist, 
so ist diese Funktion abnehmend 
(vgl. Nr. 159). 

Eine besondere Betrachtung er- 
fordern die Geraden, die parallel zu 
Gelaufen. Offenbar haben alle Punkte ^ 27 

einer solchen Geraden dieselbe Ab- 
szisse, d. h. ihre Gleichung ist x = x^r, in dieser Gleichung 
kommt y nicht vor. Die Richtungsgröße einer solchen Geraden 
ist unendlich; denn der Nenner der Formel (1), die diese liefert, 
ist gleich NuU. 

Da wir uns die Achse Ox horizontal und die Achse Oy 
vertikal denken, so ist die Riohtungsgröße a gleich dem 
Quotienten des (positiven oder negativen) Höhenunterschiedes 
zweier Punkte und ihres horizontalen Abstandes. Diese Be- 
merkung ist von Wichtigkeit für die Anwendung auf die 
Topographie, zu der wir jetzt übergehen. 

174. Anwendung anf die Topographie. Wenn man 
die Karte eines Landes oder den Pkm eines Feldes, eines Hauses 
zeichnet, so stellt man jeden Punkt durch seine Projektion auf 
eine «wagerechte Ebene dar, d. h. durch den Fußpunkt des 
Lotes, das man von diesem Punkte aus auf eine horizontale 
Ebene fäUt. Man schreibt bisweilen bei jedem Punkte seine 
Höhe hin, d. h. seine Höhe über einer gewissen festen horizon- 
talen Ebene. Die Neigung einer Geraden ist dann gleich dem 
Quotienten der Differenz der Höhen zweier ihrer Pimkte durch 




den Abstand ihrer Projektionen anf die horizontale Ebene. 
Zorn Beispiel ist die Neigung einer geradlinigen Straße, deren 
Länge 3 km beträgt, die 250 m über dem Meeresspiegel an- 
fängt und 310 m über dem Meeresspiegel endet: 



Man sagt, die Neignng sei tz, oder t^, oder 2 cm auf 
das Meter, oder 3 Prozent (2%). Wenn man zum Eoordin&ten- 
anfsng den Anfang der Straße, zur Aclise Ox die Pro- 
jektion der Straße anf die horizontale Ebene, die durch O 
geht, und zur Achse Oy die vertikale Gerade im Punkte O 
nimmt, so wird die Schnittlinie der Straße mit der Ebene x Oy 
durch die Gleichung dargestellt: 

Bei diesen Zeichnungen wählt man häufig zwei verschie- 
dene Längeneinheiten fOr die Abszissen und die Ordinaten, 
damit Neigungen h&^ortreten, die sonst für das Auge unmerk- 
lick mären. Zum Beispiel kann man durch 1 cm 1 km wage- 
rechten Abstand, aber gleichzeitig eine Höhe von nur 100 m dar- 



für die Ordinaten (Üb^Mhung). Wenn man aber so verehrt, 
darf man nicht vergessen, daß die wirklichen Neigungen viel 
Schwätzer sind als die Neigungen der schematischen Dar- 
stellung. Vgl. die Figuren 28 und 29. 

175. Kedlslnisohe Temperaturen. Bei vielen Erank- 
heiten gibt die Beobachtung der Temperatur des Kranken dem 
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Arzte wertvolle Anhaltspunkte, und es ist für diesen auch von 
Wichtigkeit, zu wissen, ob die Veränderungen der Temperatur 
mehr oder weniger rasch vor sich gehen. Zu diesem Zwecke 
werden Darstellungen der Temperatur benutzt, von denen wir 
ein Abbild bringen, nämlich ein Blatt, das in einem Kranken- 
hause wirklich ausgefüllt worden ist (Fig. 30 S. 296). Die 
Temperaturen werden jeden Morgen und jeden Abend be- 
obachtet, möglichst zu denselben Stunden. Die Zeiten werden 
auf der Abszissenachse eingetragen, wobei eine Seite des Netzes 
12 Stunden entspricht, und die Temperaturen durch Strecken 
dargestellt, die auf dieser Achse senkrecht stehen; dabei ent- 
spricht eine Seite des Netzes 2 Zehntel Graden. Der darzu- 
stellende Punkt kann entweder auf einen der wagerechten 
Striche fallen, oder auch in den Mittelpunkt eines Quadrates, 
wie in unserer Figur am sechsten Tag abends. Man kann 
so Zehntel Grade ablesen; dies ist die Genauigeit des medi- 
zinischen Thermometers. Die stärkere oder geringere Neigung 
der Geraden, die zwei aufeinander folgende darstellende Punkte 
verbinden, läßt auf einen Blick erkennen, ob die Veränderung 
der Temperatur mehr oder weniger rasch vor sich gegangen 
ist. Den Temperaturen von 37® und 40® entsprechen stärkere 
Striche; diese Temperaturen sind für die Beurteilung der Krank- 
heiten besonders wichtig. 

Wenn man die Temperatur des Kranken in jedem Augen- 
blicke beobachtete, so würde die Kurve, die man erhielte, 
von der gezeichneten erheblich abweichen; jedoch genügt 
die schematische Figur den Bedürfiiissen der medizinischen 
Praxis. 
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176. ElnfOhrnng der Zuwächse Ay und Ax. Wir 

nehmen wieder die Grundformel für die RicbtungBgröBe der 
Oeraden, die durch die Punkte (a^ , j/j) und {x^, y^) geht (Nr. 173); 

tmd wollen sie in einer anderen Bezeicfanungsweise schreiben-, 
wir erhalten sie so in einer neuen Form, die zu kennen sehr 
nützlich ist. 
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Sind x^ und x^ zwei Werte der Abszisse und j/i^ und y^ 
die entsprechenden Werte der Ordinate^ so setzen wir: 

iJkX* — • Xa '~'~ X* y 

oder, was auf dasselbe hinauskommt: 

Xo ^^^ X\ "j" i^ X-* . 

Das Zeichen A^^ (was man ausspricht: Groß DeUa x^y 
oder Groß Ddta von x^y oder JDdta x^) bedeutet die positive 
oder negative Größe, die man zu x^ hinzufügen muß, um 
x^ zu erhalten. Ax^ heißt auch der Zuwachs von x^y wobei 
das Wort Zuwachs einen algebraischen Sinn hat, d. h. die 
Größe bezeichnet, die man addierty sei sie nun positiv oder 
negativ. Der entsprechende Zuwadis von y wird mit Ay be- 
zeichnet; man setzt also: 

Vi-yi+Ayiy 

Die Formel für die Neigung der Geraden, die die beiden 
betrachteten Punkte verbindet, erhält jetzt die Gestalt: 

oder einfacher, wenn man die Indizes unterdrückt, da (x^y yj 
die Koordinaten eines beliebigen Punktes der Geraden sind: 

(2) «-^!- 

Hieraus folgt der Lehrsatz: 

Lehrsatz 71. Die Richtungsgröße einer Geraden ist gleich 
dem Quotienten des Zuwachses der Ordinate durch den entsprechen- 
den Zuwachs der Abszisse, 

Wir wollen nunmehr annehmen, der Zuwachs Ax sei 
positiv. Dann ist nach der Erklärung (Nr. 159) die Funktion y 
wachsend, abnehmend oder konstant, je nachdem der ent- 
sprechende Zuwachs Ay positiv, negativ oder Null ist. Wenn 
Ax aber positiv ist, hat a offenbar dasselbe Vorzeichen wie 
Ay und verschwindet mit Ay. Folglich ist die lineare Funktion 
wachsend, abnehmend oder konstant, je nachdem a positivy negativ 
oder NuU ist (vgl. Nr. 173). 
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177. Anwendimg auf die gleichfSniilge Bewegung. 

Wir wollen mit s^ die Maßzahl des Weges bezeichnen^ den 
ein Punkt in gleichförmiger Bewegung am Anfange der Zeit 
durchlaufen hat, femer mit s die Maßzahl des zur Zeit t durch- 
laufenen Weges y und endlich mit v die Geschwindigkeit des 
Punktes. Dann ist: 

dies ist die Gleichung aus Nr. 108, in der wir nur den Buch- 
staben s statt des Buchstabens x verwandt und tQ^O gesetzt 
haben. 

Wir ziehen zwei rechtwinklige Achsen, die wir anstatt 
Ox und Oy jetzt Ot und Os nennen. Wir wählen femer 
eine Längeneinheit, und zwar dieselbe Längeneinheit für die 
Ahszissenachse und die Ordinatenachse, und einen Anfang 
der Zeiten, einen Anfangspunkt der Wege, einen positiven 
Sinn für die Zeiten, einen positiven Sinn für die Wege, 
eine Zeiteinheit und eine Einheit der Wege. Alsdann lassen 
wir einem gegebenen Zeitpunkt einen Punkt entsprechen, dessen 
Abszisse gleich der Zahl der Zeiteinheiten ist, die von dem 
Anfang der Zeiten bis zu diesem Augenblick verflossen sind, 
und dessen Ordinate gleich der Zahl der Wegeinheiten ist, die 
von dem Anfang der Wege bis zur augenblicklichen Lage des 
beweglichen Punktes durchlaufen worden sind. 

Wenn wir also die Abszisse und die Ordinate mit t und s 
bezeichnen, so haben wir zwischen diesen Zahlen die Gleichung: 

s = vt + Sq , 

Würde man für den Augenblick die Ordinate y (anstatt s) und 
die Abszisse x (anstatt t) nennen, so nähme die Gleichung die 
Form an: 

y^vx + Sq. 

Das ist aber, wie man sofort sieht, die Gleichung einer Geraden. 
Miüiin wird die gleichförmige Bewegung graphisch durch eine 
Gerade dargestellt 

Femer erkennt man, daß die Bichtungsgröße dieser Ge- 
raden gleich 17, also gleich der Geschwindigkeit ist. Diese 
Gleichheit gut übrigens nur, wenn für die Abszissen und die 
Ordinalen eine und dieselbe Längeneinheit gewählt wird. 
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Wir wollen zum Beispiel einen Punkt betrachten^ der 
4 km in der Stunde durchlauft^ sich im positiven Sinne be- 
^egt und von einem Punkte ausgeht^ dessen Abstand vom 
Anfangspunkte der Wege 10 km betragt; um jede Verwirrung 
zu yermeiden, sagen wir hier nicht Abszisse^ da die Wege auf 
der OrdinakfMchse gemessen werden. 

Bei diesen Fest- 
setzungen ist: 

s = 4t+ 10, 

wobei die Zeiten t in 
Stunden und die Wege 
in Kilometern ausge- 
drückt sind. Lassen 
wir nun einer Stunde 
Auf der Abszissenachse 
1 mm und einem Kilo- 
meter auf der Ordinaten- 
achse 1 mm entsprechen, 
so besteht zwischen den 
Abszissen und den Or- 
dinaten dieselbe Glei- 
chung: 

5 = 4^+ 10. 

Wir erhalten somit die 

Figur 31. Für ^ = 5 

haben wir s = 30; der 

Abszisse 5 entspricht 

nämlich die Ordinate 30. 

Für ^ = — 5 haben wir s = — 10, wie man leicht aus der 

Figur oder durch Betrachtung der gleichförmigen Bewegung 

beweist. 

Bei ähnlichen Bezeichnungen wie in der vorhergehenden 
Nummer ist: 




Fig. 81 



V == 



h—h 



Jetzt ist t^ — tj^ die Maßzahl des Zeitraumes, der von dem Zeit- 
punkte t^ bis zu dem Zeitpunkt t^ verfließt, und s^ — s^ die 
Maßzahl des Weges, der während dieses Zeitraums durchlaufen 
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wird^ folglich ist die Geschwindigkeit gleich dem Quotienten der 
MaßeoM des Weges, der während eines bestimmten Zeitraums 
durchlaufen toird, durch die Maßaahl dieses Zeitraumes. Dieser 
Quotient ist unabhängig Ton der Größe des gewählten Zeit- 
raumes; hierin besteht gerade die Eigentümlichkeit der gleich' 
förmigen Bew^ung. 

Man kann auch schreiben: 

As 

und sagen ^ die Geschwindigkeit sei gleich dem Quotienten des 
Zuwachses des Weges durch den Zuwachs der Zeit. 

178. Oraphlsche Dantellnng der Blsenbahnfahr- 
pl&ne. Die graphische Darstellung der gleichförmigen Be- 
wegung findet Anwendung bei den graphischen Fahrplänen, 
die den Eisenb^Jmbeamten in bequemer Form ein Bild von 
dem Verkehr auf einer Strecke liefern. Dabei wird zur Ver- 
einfachung die Fahrt eines Zuges zwischen zwei Haltepunkten 
als gleichförmig angesehen. Während eines Aufenthaltes ändert 
sich der Weg nicht, dagegen ändert sich die Zeit um eine 
Größe, die gleich der Dauer des Aufenthalts ist; ein Aufenthalt 
wird also durch eine Strecke parallel zur Achse Ot dargestellt. 

In der Figur 32 entspricht einer Minute 1 mm und einem 
Ealometer 1 mm. Die Geschwindigkeit in Kilometern fQr die 
Minute ist dann gleich der Richtungsgröße der Geraden, die 
die Fahrt des Zuges darstellt. In der Figur 32 findet man 
die Fahrten zweier Züge dargestellt, die gleichzeitig (im An- 
fang der Zeit) von der als Anfang der Wege gewählten Halte- 
stelle abfahren. 

Die Fahrt des ersten, eines Schüdhuges, wird durch die 
Linie OABCD dargestellt. Er durchläuft zunächst 30 km in 
20 Minuten. Dieser erste Teil seiner Fahrt wird durch die 
Linie OA dargestellt. An der Haltestelle angelangt, die 30 km 
von seinem Ausgangspunkt entfernt ist, hat er einen Aufenthalt 
von 5 Minuten, was durch die Strecke AB dargestellt wird, 
die der Achse Ot parallel läuft; denn während dieser 5 Minuten 
ändert sich der Weg nicht. Der Zug durchläufb darauf aber- 
mals 80 Kilometer in 20 Minuten, sodaß er 45 Minuten nach 
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seiner Abfahrt 60 km Ton seinem Ausgangspunkte entfernt ist, 
was durch den Punkt C dargestellt wird; dessen Abszisse 
45 und dessen Ordinate 60 ist. Der Schnellzug hat an der 
neuen Haltestelle 10 Minuten Aufenthalt usw. 

Die Linie OMNPQ stellt die Fahrt eines Güterzuges dar, 
dessen Geschwindigkeit geringer ist und dessen Aufenthalte 
häufiger und länger sind. 

Die Gerade EF steUt die Fahrt eines Zuges dar, der in 




IS 20 2& aa 3S %0 45 60 SS 
Fig. 88 

entgegengesetzter Richtung wie die vorigen fährt. Er geht 
im Anfang der Zeit von einem Punkte ab; der 60 km vom 
Anfang des Weges entfernt liegt (Punkt E), und kommt 
40 Minuten später an der Haltestelle an, die 30 km Ton diesem 
Anfang entfernt liegt (Punkt F), Dieser Zug kreuzt den 
Schnellzug; den wir zuerst betrachteten; denn die Linien; die 
die beiden Züge darstellen; schneiden sich in einem Punkte O, 
Die Abszisse dieses Punktes liefert uns den Zeitpunkt der 
Kreuzung und seine Ordinate den Abstand des Ereuzungs- 
punktes Ton dem Anfang des Weges. 
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Die Figuren 33 und 34 (s. nebenstehende Tafel) sind dem 
amtlichen Fahrplan entnommen, den die Eisenbahndirektion 
Halle a. S. für den Dienst ihrer Beamten im Sommer 1900 
herausgegeben hat; sie haben genau die Gh-öße, wie in diesem 
Fahrplan selbst. Da es einige Übung erfordert, sich in der 
graphischen Darstellung zurechtzufinden, so ist eine Strecke 
mit verhältnismäßig geringem Verkehr gewählt worden, nämlich 
die Strecke Frankfurt a, O.'Kotthus, 

Die Figur 33 bedarf kaum der Erläuterung; es möge nur 
darauf hingewiesen werden, daß im Gegensatz zu der Figur 32, 
die Zeit in der Richtung Ton rechts nach links wächst; 
rechts beginnt also der Plan mit vier Uhr morgens und endet 
links mit Mitternacht Wenn man sich mit der Figur vertraut 
machen wiU, so versäume man nicht, sie auch einmal zu be- 
trachten, nachdem die Skala der Wege horizontal gestellt 
worden ist. Femer beantworte man die Frage, wann und wo 
die Züge sich kreuzen, zuerst auf Orund des Fahrplanes in der 
üblichen Form und darauf auf Grund der graphischen Dar- 
stellung; man wird sich so überzeugen, welche Vorteile es 
für den Eisenbahnbeamten hat, sich der graphischen Darstellung 
zu bedienen. 

In der Figur 34 bedeuten die Abszissen die Wege, und 
zwar in demselben Maßstabe wie in Figur 33, die Ordinaten 
aber die Höbe der betreffenden Stelle der Eisenbahnlinie über 
dem Meeresspiegel; aus dieser Figur läßt sich sofort ersehen, 
wie die Strecke steigt und f äUt, was für den Eisenbahnbetrieb 
augenscheinlich von großer Wichtigkeit ist. 

Die Herstellung der Fahrpläne seitens der Eisenbahnver- 
waltungen geschieht immer auf graphischem Wege; denn nur 
so ist es möglich, den Verkehr zu übersehen. Erst hinterher 
werden aus den graphischen Plänen die Abfahrts- und An- 
kunftszeiten entnommen, wie sie sich in den Kursbüchern 
finden. 
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Aufgaben zu Kapitel XVI 

368. Man hat die folgenden Temperaturen beobachtet; 



Mittag 10<> 

1 Uhr 12® 

2 Uhr 18<> 

3 Uhr 11« 



4 Uhr 8® 

6 Uhr 5<» 

6 Uhr 4« 

7 Uhr 3® 



DerVerlanf der Temperatur soll graphisch dargestellt werden, indem 
man einer Stunde 1 cm und einem Grad ebenfalls 1 cm entsprechen läßt. 

354. Dieselbe graphische Darstellung, wenn einer Stunde 2 mm 
und einem Grad 1 mm entsprechen. 

366. Dieselbe graphische Darstellung unter Benutzung von Quadrat- 
papier, wobei einer horizontalen Quadratseite eine Stunde und einer 
vertikalen Seite zwei Grad entsprechen. 

356. Man hat folgende Temperaturen beobachtet: 



Mittag lO« 

2 Uhr 11,6<> 

4 Uhr 8® 

6 Uhr 60 



8 Uhr 3* 

10 Uhr 0,5*' 

Mittemacht. . . —0,5* 

2 Uhr — 1<> 



Der Verlauf der Temperatur soll graphisch dargestellt werden, wenn 
einer Stunde 1 cm und einem Grad 1 cm entspricht. 

367. Dieselbe graphische Darstellung, wenn einer Stunde 2 mm, 
einem Grad 1 mm entsprechen. 

358. Dieselbe Darstellung auf Quadratpapier; dabei soll einer 
horizontalen Quadratseite eine Stunde und einer vertikalen Quadratseite 
ein Grad entsprechen. 

369. Nach den folgenden Beobachtungen soll die Temperatur eines 
Kranken graphisch dargestellt werden: 

morgens abends 

28. Juni 36,9<> 38* 

29. „ 37,6* 38,5* 

30. „ ...... 37,4* 39* 

1. Juli 39,9* 39,5* 

2. „ 39* 38,8* 

3. „ 37,7* 38* 

4. „ 37* 37,6*. 

Die Wahl der Längeneinheiten, die einer Stunde und einem Grad 

entsprechen, soll dem Leser überlassen bleiben. 

360. Die Funktionen: 

y = a?+l, 

y = 3a; + 4, 

X 

y = 3 

2 

sollen graphisch dargestellt werden, wobei auf der x- und der y-Achse 
das Zentimeter als Längeneinheit genommen wird. 
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361. Dieselbe Aufgabe unter Benutzung des Millimeters als Längen- 
einheit. 

862. Die Funktionen: 

3 5 

2 3 

, 2 

y ^ + y 

sollen graphisch dargestellt werden, indem das Dezimeter als Längen- 
einheit genommen wird. 

363. Dieselbe Aufgabe unter Benutzung des Zentimeters als Längen- 
einheit. 

364. Die Funktionen: 

^» — 3a;-f 600, 

y=» — 2rc — 360, 
y^^ — 1000 

sollen graphisch dargestellt werden, indem das Zehntel Millimeter als 
Längeneinheit genommen wird. 

365. Folgende Funktionen sollen graphisch dargestellt werden : 

t/ = 2fl;— 1, 
y« — 3a; + 2, 

Man nehme das Zentimeter als Längeneinheit. 

366. Dieselbe Aufgabe mit dem Millimeter als Läugeneinheit. 

367. Folgende Funktionen sollen graphisch dargestellt werden: 

3 3 
2 3 

X , 2 

y — Y+T- 

Man nehme das Dezimeter als Längeneinheit. 

368. Folgende Funktionen sollen graphisch dargestellt werden: 

y= — 2a;-f-400, 
y = — 8a; + 260, 

2/ =3-^ — 2000; 
man nehme das Zehntel Millimeter als Längeneinheit. 

Borel-Stftckel, Die Elemente der Mathematik I 20 
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869. Die beiden Geraden: 

# 

y = — 2a;+ 7 

sollen gezeichnet werden, indem das Zentimeter znr Längeneinheit ge- 
nommen wird. Berechne die Koordinaten ihres Schnittpunktes nnd be- 
stätige das Ergebnis der Rechnung durch eine Messung. 
370. Dieselbe Aufgabe für die Geraden: 

y = 6x — 8. 

Nimm das Millimeter zur Längeneinheit. 

871. Löse die beiden vorhergehenden Aufgaben unter Benutzung 
von Quadratpapier. 

872. Die beiden Geraden: 

y = 2x + ^, 
y^ — Sx + 7 

sollen gereichnet werden; nimm dabei das Zentimeter als Längeneinheit. 
Berechne die Koordinaten ihres Schnittpunktes und bestätige das Er- 
gebnis der Rechnung durch eine Messung. 
378. Dieselbe Aufgabe fSr die Geraden: 

y== — aj-t-lö, 

y==2a;--8. 

Nimm das Millimeter zur Längeneinheit. 

374. Löse die beiden vorhergehenden Aufgaben tmter Verwendung 
von Quadratpapier. 

875. Berechne die Koordinaten des Schnittpunktes der beiden 

Geraden: 

y^ax+b, 

y = a'x -}- 6'. 
Diskussion. 

876. Zeichne die Geraden, die durch die Gleichungen dargestellt 
werden: 

ic = 82/~4, 
a;==2, 

y . 2 
6^8 

Nimm das Zentimeter zur Längeneinheit. 

377. Zeichne die Geraden, die durch die Gleichungen dargestellt 
werden: 
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2aj + 8y = 5, 
4« — 5y — 2 = 0, 
3a; — 2y + 4 = 0, 
3a;— 6 =0, 
2y + 3 =0. 

Nimm das halbe Zentimeter zur Längeneinheit. 

378. Wann sind die Geraden, die durch die Gleichungen: 

ax 4" &2/ = c, 
ax + Vy = c' 

dargestellt werden, parallel? 

379. Welche Bichtungsgröße hat die Gerade: 

ax-^-hy^^c^ 

380. Die Neigung einer Straße möge als gleichmäßig angenommen 
werden. Bestimme die Höhe des Punktes, der 15 km vom Anfang der 
Straße entfernt ist, wenn die Punkte, die 6 km und 40 km yom Anfang 
entfernt sind, die Höhen 142 m und 732 m haben. 

381. Suche die Gleichung der Geraden, die durch den Punkt 
a; = 2 , t/ = 3 und den Punkt a; = 7 , j^ = — 4 geht. Zeichne die Figfur 
mit dem Zentimeter als Längeneinheit. 

382. Suche die Gleichung der Geraden, die durch den Punkt 
a; = — 2, 2/== — 5 und den Punkt a; = 4 , y = 1 geht. Nimm die- 
selbe Längeneinheit, wie in der vorigen Aufgabe. 

383. Zeige, daß der Winkel tp zweier Geraden mit den Richtungs- 
größen m und m' durch die Gleichung gegeben wird: 

. m — vn 

Diese Formel soll auf oie folgenden Beispiele angewandt werden: 

1) m = 2 w = 1 

2) wi =« — 3 w' = — 2 

3) m = 4 m' = — 1 

4) w == — 1 w' =s 4 

5) w==2 m' = — 3. 

384. Die Ecken eines Dreiecks ABC haben die Koordinaten: 

Ai a; = 2 y = 3 

Bi x = b y = 2 

C: « = 4 y = 6. 

Bilde die Gleichungen der Seiten, leite daraus ihre Bichtungsgrößen 
ab und berechne sodann die Winkel des Dreiecks. Zeichne die Figur 
mit dem Zentimeter als Längeneinheit. 
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385. Beweise, daß zwei Gerade dann und nur dann senkrecht auf- 
einander stehen, wenn ihre Richtungsgrößen m und m' die Gleichung 

erfüllen: 

mm' = — 1 . 

Suche die Gleichung der Geraden, die durch den Anfangspunkt 

geht und auf der Greraden: 

2« — 8y«5 

senkrecht steht. Zeichne die Figur mit dem Zentimeter als Längeneinheit. 
886. Suche die Gleichung der Senkrechten, die von drai Punkte 
o; =B 2, 1/ SB 8 aus auf die Gerade : 

2ä + 5i^-(-1«0 

gefällt ist, und berechne die Koordinaten des Fußpunktes. Zeichne die 
Figur mit dem Zentimeter als Längeneinheit. 

387. Bilde die Gleichungen der Höhen des Dreiecks ABC in der 
Aufgabe 384 und beweise, daß die Höhen sich alle drei in einem Punkte 
schneiden. Berechne die Koordinaten des Schnittpunktes der Höhen. 

388. In dem Fahrplan der Eisenbahnzüge Ton Hamburg über Cassel 
nach Frankfurt a. M. fOx den Winter 1907/1908 kamen folgende Schnell- 
züge vor: 



Entfernung Ton 
Hamburg in km 


L Haltestelle 










49 


Hamburg 
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ab 

an 
ab 


9.20 

10.18 
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an 
ab 
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an 
ab 


12.04 
12.09 


3.11 
3.16 


1.37 
1.41 


181 


Hannover 


an 
ab 


12.26 
12.42 


3.32 

3.45 


1.57 
2.18 


201 


Nordstemmen 


an 
ab 


1.07 
1.08 


— 


2.42 
2.43 


243 


Kreiensen 


an 
ab 


1.52 

2.08 


4.53 
5.02 


3.20 
3.28 


282 


Göttingen 


an 
ab 


2.52 
2.57 


5.38 
5.42 


4.09 
4.15 


340 


Cassel 


an 
ab 


4.14 
4.34 


6.52 
7.00 


5.30 
5.40 


354 


Guntershausen 


an 
ab 


4.55 
4.57 




— 


454 


Marburg 


an 
ab 


6.43 
6.48 


8.39 
8.41 


7.25 
7.29 


474 


Gießen 


an 
ab 


7.22 
7.32 


9.11 
9.13 


7.57 
8.02 


506 


Friedberg 


an 
ab 


8.12 
8.13 


9.47 
9.48 


8.40 
8.41 


548 


Frankfurt a. M. 


an 


8.49 


10.23 


9.17 
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Man stelle die Fahrt dieser Züge graphisch dar, indem man als 
Zeiteinheit 6 Minuten, als Wegeinheit 10 km und als Längeneinheit für 
die Abszissen nnd Ordinaten, der die Zeiteinheit und die Wegeeinheit 
entsprechen, je ein Millimeter nimmt. 

389. Löse die vorhergehende Aufgabe unter Benutzimg von Quadrat- 
papier. 

890. Löse dieselbe Aufgabe, wenn einer Stunde die Längeneinheit 
1 cm und einem Kilometer die Längeneinheit ^ mm entsprechen. 

391. Berechne die Geschwindigkeiten der Züge in den Aufgaben 
388, 389, 390 auf jeder der Strecken, die sie durchlaufen, und bestimme 
durch Messungen die Neigungen der entsprechenden Geraden bei den ver- 
schiedenen graphischen Darstellungen. 

392. Auf der eingleisigen Strecke Frankfurt a. 0. — Kottbus soll 
unter Beibehaltung des Fahrplans S. 303 noch je ein Vormittags- und 
Nachmittagszug far Güterverkehr nach beiden Richtungen eingeschoben 
werden. Wie muß man die Fahrzeiten wählen, damit die Züge sich 
nur auf den Haltestellen kreuzen? Löse die Aufgabe auf Grund des 
graphischen Fahrplans und stelle hiernach die Fahrzeiten fest. 

393. Dieselbe Aufgabe, wenn statt der Güterzüge Personenzüge 
eingelegt werden sollen. 

394. Dieselbe Aufgabe, wenn gleichzeitig je zwei Güter- und Per- 
sonenzüge hinzukommen. 

395. Infolge von Einstellung neuer Lokomotiven verringern sich 
die Fahrzeiten der Personenzüge auf der Strecke Frankfurt a. 0. — 
Kottbus um 20 vom Hundert, und die Fahrzeiten der Güterzüge um 
10 vom Hundert. Wie muß der neue Fahrplan aufgestellt werden, wenn 
die Anzahl der Züge dieselbe bleiben soll, wie in Aufgabe 394? 



Kapitel XVn 

Gleichungen vom zweiten Grade 

I. Auflösung der Oleiclumg zweiten Grades mit einer 

Unbekannten 

179. Bridftnmgen. unter einer Gleichung ssweitm 
Grades mit einer TJribekannten x yersteht man eine Gleichung, 
bei der die linke Seite, nachdem alle Glieder auf diese Seite 
geschafft und die ähnlichen Glieder zusammengefaßt sind, ein 
Polynom zweiten Grades in x ist. ' Hierher gehören die Glei- 
chungen: 

3 + 5a;« = X, 

1 + 1^ = ^^ + 7, 

mx^ — px + 3a;? — 4 = 9, 
2ir' + m — nx^ + 2px — m^ —p^ — a:* = x^. 

Gewöhnlich ordnet man die vereinfachte linke Seite der 
Gleichung nach fallenden Potenzen von x. Die vorhergehen- 
den Gleichungen lassen sich daher auch so schreiben: 

bx^ — x + Z^O, 

(w + 3)a;*— jpa:— 13-0, 

— nx^ + 2px + (m — m^ — p^) = 0. 

Eine Gleichung zweiten Grades hat also drei Glieder, oder 
ihre linke Seite ist ein Trinom zweiten Grades, Das erste 
Glied ist das Glied in x^] das zweite Glied ist das Glied in X] 
das letzte Glied ist das von x unabhängige oder konstante Glied. 
Zum Beispiel ist in der Gleichung: 

(m + 3) a?* — (2 — w + p) a; + w — w = 
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das erste Glied (m + 3)rr*, das gweite Glied — (2 — w + p)Xy 
das letzte Glied m — n. 
In der Gleichung: 

- 3rr - 1 + a;* - 

ist das erste Glied oi?y das zweite — • 3iC und das letzte — 1; 
geordnet lautet nämlich die Gleichung so: 

a:*- 3a;- 1-0. 

In der Gleichung: 

a;» - 1 - 

ist das erste Glied o^y das zweiie Glied ist gleich Null, das 
fetefe Glied ist — 1. 

Wir schreiben die allgemeine Gleidiung zweiten Grades in 

•. 

der Normalform: 

ax^ + 6a? + c = 0, 

bezeichnen also den Koeffizienten des ersten Gliedes mit a^ 
den Koeffizienten des zweiten Gliedes mit h und das kon- 
stante Glied mit c. Damit die Gleichung wirklich vom 
zweiten Grade ist, muß der Koeffizient a von NuU verschieden 
sein. Wir wollen daher im folgenden annehmen, daß a nickt 
verschwinde. Aber ebenso, wie es bei der Gleichung ersten 
Grades mit JBt«cJ^5^a6enkoeffizienten vorkommen kann, daß der 
Koeffizient des ersten Gliedes für besondere Werte der Buch- 
staben Null wirdy ebenso müssen wir später untersuchen, was 
geschieht, wenn in der Gleichung zweiten Grades der Koefßzient 
des ersten Gliedes Null wird. Zunächst setzen wir jedoch vor- 
aus, daß a von Null verschieden sei Die Koeffizienten h und c 
können gleich Null oder von Null verschieden sein. Wir beginnen 
mit der Untersuchung des besonderen Falles, daß 6 » ist. 

180. Der Fall, wo der Koeffizient des sweiten 
Oliedee HTnll ist. Wenn die Gleichung zweiten Grades ge- 

ireben ist: 

2a:« - 8 « 0, 

so kann man sie nach und nach in den gleichbedeutenden 

Formen schreiben: 

2x^ « 8, 

a;« = 4. 
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Eb handelt sich also darum^ eine Zahl x zu finden^ deren 
Quadrat gleich 4 ist. Wir wissen nun^ daß 2 die einzige positive 
Zahl ist^ deren Quadrat gleich 4 ist. Ich behaupte, daß — 2 
die einzige negative Zahl ist, deren Quadrat gleich 4 ist. 
Wenn nämlich a irgend eine positive Zahl bedeutet, so ist 
das Quadrat yon — a gleich dem Quadrat von + a. Folglich 
ist das Quadrat von — a nur dann gleich 4, wenn a* = 4 ist, 
d. h. wenn a = 2 ist. 

Die gegebene Gleichung hat mithin zwei Losungen, oder, 
wie man auch sagt, gwd Wurzeln: die Wurzel 2 und die 
Wurzel - 2. 

Anstatt zu schreiben: 

x^ + 2, 

X 2, 

schreibt man häufig die einzige Formel: 

x^±2 

und spricht: x gleich plus oder minus zwei; d. h. die vorgelegte 
Gleichung ist sowohl für x gleich +2 als auch für x gleich — 2 
erfüllt. 

Femer sei die Gleichung gegeben: 

3a;2-5-0. 

Man folgert daraus: 

und erkennt, daß das Quadrat von x gleich y ist. Es gibt 
eine und nur eine positive Zahl, deren Quadrat gleich -^ ist. 

Wir bezeichnen sie (vergl. Nr. 68) mit l/y und haben in 
der Arithmetik gelernt, sie mit beliebiger Annäherung zu be- 
rechnen. Die negative Zahl — 1/^ ^^^ ^^® einzige negative 
Zahl, deren Quadrat gleich y ist. Folglich hat die vorgelegte 

Gleichung zwei Wurzeln, die sich durch die eine Formel 
darstellen lassen: 
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Wir wollen nunmehr die Gleichung betrachten: 

2a;» + 5 == 0. 
Wenn es eine Zahl x gibt, die diese Gleichung be&iedigt, so muß 

* --Y 
sein^ d. h. das Quadrat von x muß gleich der negativen Zahl — — 

sein. Nun ist aber das Quadrat einer algebraischen Zahl stets 
positiv^ mag diese Zahl selbst positiv oder negativ sein. Folglich 

gibt es Tceine Zahl, deren Quadrat gleich — -^ ist, und daher hat die 

vorgelegte Gleichvmg Tceine Wuredn, 

Es sei endlich die Gleichung gegeben: 

3a?« = 0. 

Wenn das Produkt von x^ mit 3 gleich Null ist, so muß 

und mithin x=^0 sein; denn Null ist die einzige Zahl, deren 
Quadrat gleich Null ist. Die voi^elegte Gleichung hat also 
die einzige Wurzel a? = 0. Man pflegt zu sagen, die Wurzel 
Null der Gleichung a;* ■= sei eine Doppdwursfd, Wir können 
diese Ausdrucksweise hier nicht vollständig erklaren und 
wollen nur darauf hinweisen, daß x^ das Produkt der beiden 
gleichen Faktoren x und x ist und daß, wenn x gleich Null 
ist, diese "beiden Faktoren gleich Null sind. 

Wir können die Ergebnisse unserer Untersuchung so zu- 
sammenfassen: 

Lehrsatz 72. Es sei: 

ax^ + c = 

eine Gleichung zweiten Grawes ohne zweites Glieds in der a von 
NuU verschieden sein soll. Wenn die Koeffizienten a und c ent- 
gegengesetzte Vorzeichen habeny so hat die Gleichung zwei Wurzetn, 
die durch die Formel gegeben werden: 



X 



-±V^' 



— c 



hierin ist — eine positive Zahl, aus der ma/n die Quadratwurzel 



a 



ziehen kann. Wenn die Koeffizienten a und c dassdbe Vorzeichen 
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hohen, so hat die Gleidiu/ng keine Wurzeln, Wenn der Koeffizient 
c gleich NuU ist, so hat die Gleichung die Doppdwurzd x^O, 
181. AnflöBiing der allgemeinen Olelohnng zweiten 
Orades. Wir wollen jetzt die aUgemeine Gleichung zweiten 
Grades: 

(1) ax^ + lx + c-^0 

betrachten; in der a Ton Null yerschieden sein soll^ bei der 
wir aber über h keine Voraussetzung machen. 

Die Gleichung (1) ist der folgenden Gleichung äquivalent, 
die man erhält, indem man die beiden Seiten mit 4 a multipiziert: 

(2) 4a*a?« + A^alx + Aac - 0. 

Diese Gleichung aber läßt sich schreiben: 

Aa^x^ + Aahx = — 4ac, 
oder, wenn man V auf beiden Seiten addiert: 

(3) 4a«a?« + Aalx + V^V — 4ac. 

Jetzt zeigt es sich, warum wir den Kunstgriff anwandten, 

die gegebene Gleichung (1) durch die äquivalente Gleichung (2) 

zu ersetzen; die linke Seite der Gleichung (3) ist nämlich das 

Quadrat von 2ax + b Mithin läßt sich diese Gleichung auch 

so schreiben: 

(2ax + by = 6^ - 4ac. 

Man gelangt so zu einer Aufgabe, die bereits in der vor- 
hergehenden Nummer gelöst wurde. Man soll nämlich x be- 
stimmen, wenn bekannt ist, daß das Quadrat von 2ax + b 
gleich 6' — 4ac ist. Wenn nun 6^ — 4ac positiv ist, so ist 2ax -f b 

nach dem Lehrsatz 72 gleich ±yb^ — 4ac, wenn aber 6* — 4ac 
negativ ist, so ist die Aufgabe unmöglich, und wenn &* — 4ac 
gleich Null ist, so muß 2ax + b gleich Null sein. 
Für &* — 4ac> wird also : 



2ax + & = ± yb^ — 4ac, 



2ax = — 64- "j/fe^ — 4ac, 

— b±yb* — ^ac 
2a 

Diese Formel gibt die beiden Wurzeln der vorgelegten Gleichung 
zweiten Grades. 
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Wenn aber 6* — 4ao gleich Null ist, so gibt es nur eine 
Wurzel, die man wieder eine Doppdwurisel nennt, und wenn 
endlich 6^ — 4a c negativ ist, so gibt es keine Wurzeln. Wir 
nennen die Größe 6* — 4ac, auf deren Vorzeichen es bei der 
Unterscheidung der genannten drei Falle ankommt, die Dis- 
hriminante der Gleichung ax^ + 6a? + c = 0^). 

182. Anwendiingen. I. Man soll die Gleichung losen: 

2x^-bx + ^^ 0. 

Man kann die Formel anwenden, indem man a durch 2, h 
durch — 5 und c durch 3 ersetzt, und erhält so: 

_ 6±y6« — 4 28 _ 6 + vT 6 + 1 
^"" 4 "" 4 "" 4 * 

Mithin sind die beiden Wurzeln: 

6 + 1 _ ^ __ ^ 
4 "" 4 "~ 2 

und 

6 — 1 _ _4 _ ^ 
4 "" 4 "" ^• 

Wir wollen auch der Übung halber auf die vorgelegte 
besondere Gleichung das allgemeine Verfahren anwenden, das 
xms zur Aufstellung der Formel gedient hat. Wir multi- 
pUzieren also die Gleichung mit 4a, d. h. mit 8, und finden: 

16a:* - 40a; 24. 

Wir fügen 6*, d. h. 25, hinzu und erhalten: 

16a;» - 40a? + 26 « 25 - 24, 
oder 

(4a; - 5)* = 1. 
Hieraus folgt aber: 

4a?-5« + 1, 
und endlich wird 

6 + 1 

a; = -^-; 

das sind aber dieselben Werte, die uns die Formel ge- 
liefert hatte. 



1) Bisweilen versteht man auch unter der Diskriminante den 
vierten Teil dieser GröBe; bei allen Untersuchungen, in denen es nur auf 
das Vorzeichen der Diskriminante ankommt, braucht man jedoch nicht 
anzugeben, ob man &* — 4ac oder den vierten Teil davon nimmt. 
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n. Mau soll die Gleichung losen: 



Hier ist: 



3x^-8x+^^ 0. 

9 



6« ^ 4ac - 8» - 4 . 3 . ^ = 0, 



3 

folglich hat die Gleichung die Doppelwurzel: 

8 4 

in. Man soll die Gleichung lösen: 

ir« - 2a; + 5 = 0. 
Hier ist: 

6« - 4ac - 4 - 20 ^ 16; 

die vorgelegte Gleichung hat also keine Wurzeln. 
IV. Man soll die Gleichung lösen: 

a^x^ - (a« + b^x + 6^ = 0. 

Die Diskriminante wird hier: 

(a« + hy - 4a»6« = a* - 2a«6« + 6* = (a« - 6«)^ 

mithin ist: ^ 

sodaß man die beiden Wurzeln erhält: 

_ a^ + h' + {a^^b*) __ . 

„ _ g« -f 6« — (g« — 5«) _ hl 

^ "~ 2a* "" a* ' 

183. FftUe, wo die Formel sich verein&oht. Wenn 
der Koeffizient b eine gerade Zahl ist^ wollen wir b ^2V 
setzen^ sodaß V die Hälfte von b bezeichnet. Da nun das 
Quadrat des Doppelten einer Zahl gleich dem vierfachen 
Quadrat dieser Zahl ist^ so wird die Formel: 



_ — 2y+y4d^'— 4ac __ — 2y±2|/y«— ac 
^~ 2a " 2a ' 

d. h. 

— 5'±y6'«— ac 



X = 



a 
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Wir wollen noch die folgende Formel angeben^ die Mufig 

nützlich ist. Die Gleichung zweiten Ghrades sei in der Form 

gegeben: 

x^ + px + q^Oy 

wo also a = 1 ist. Man kann die Gleichung arc* + bx + c =»0 
immer auf diese einfachere Form bringen, indem man durch a 
dividiert, das ja von Null verschieden sein sollte. 
Jetzt erhält man: 

('+f)*-?-«- 

Hieraus folgt, wenn -^ — ff > ist: 



X 



d. h. es ist: 



+ f-±V'^-,, 



X 



-i±Vi-i- 



IL Gleichungen zwischen den Koeffizienten und den Wurzeln 

184. BUdnng einer Olelohnng, die zwei gegebene 
Wnneln hat. Mit x' und x' bezeichnen wir zwei gegebene 
Zahlen und fragen^ ob sich eine Gleichung zweiten (Jrades 
bilden läßt, die diese Zahlen x' und x" zu Wurzeln hat. Wir 
werden sehen^ daß diese Frage bejahend zu beantworten ist. 

Es sei a eine beliebige von Null verschiedene Zahl. Dann 
betrachten wir die Gleichung: 

a{X'-x){x-x'')^0. 

Sie ist vom zweiten Grade. Damit das Produkt der drei Fak- 
toren a,x-x\x- x" verschwindet, ist es notwendig und hin- 
reichend, daß einer dieser Faktoren verschwindet. Da aber a von 
Null verschieden ist, so muß entweder x ^ x' gleich Null, d. h. 
X = x\ oder x — oi' gleich Null, d. h. a; = x" sein. Die 
Gleichung, die wir gebildet haben, hat also die Zahlen x' und 
x' zu Wurzehi, und sie hat keine anderen Wurzeln; man hätte 
dies voraussehen können, da eine Gleichung zweiten Grades 
höchstens zwei Wurzeln hat. 
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Es sei zum Beispiel x ^-^y ^'' ™ "ö"* ^°^ ^® Nenner fort- 
zuschaffen, nehmen wir a = 6 und bilden die Gleichung: 

«(-t)(-4)-<'. 

oder, wenn die Klammem aufgelost werden: 

6a:* - 5a; + 1 = 0. 

Es sei femer x' -= -^y x" — — 3. Wir nehmen a = 2 und 
erhalten die Gleichung: 

2(^-y)(^ + 3) = 0, 

d.h. 

2a;* + 5a? — 3 « 0. 

Wenn wir in der allgemeinen Gleichung: 

a{x — x'){x — Qi") ^ Q 

ausmultiplizieren, so erhalten wir: 

aoi? — a{x + x"^x + aoix" = 0. 

Die Koeffizienten sind also: a, — a{x + x"\ axx\ und hieraus 
folgt die Regel: 

Begel 8L Vm eine Gleichung zweiten Grades zu büden, 
die die Zahlen af und x' zu Wurzeln hat, wähle man den 
ersten Koeffizienten a uHMkürlich, aber von NuU verschieden; 
der zweite Koeffizient ist dann gleich dem Produkt von — a mit 
der Summe der Wurzeln x + x'\ und der dritte Koeffizient 
gleich dem ProduM von + a mit dem Produkt der Wurzeln 
x' und x'\ 

Wenn im besonderen x' «= x" ist, so erhält man die Glei- 
chung: 

a{x — x'y « 0, 
oder 

ax^ — - 2aa;'a; + ax'^ =- 0. 

Die Wurzel x' heißt in diesem Falle eine Doppdwurzeh Sie wird 
als doppelt aufgefaßt, weil sie den Ausdruck aix — x'y zweifach 
zu Null macht; denn sie bringt jeden der beiden Faktoren 
X — x' dieses Ausdrucks zum Verschwinden. 
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185. Oleiohimgeii zwischen den KoefBsienten nnd 
den Wurzeln. Wir wollen beweisen^ daß umgekehrt; wenn 
eine Gleichung zweiten Grades: 

ax^ + 6a: + c = 

gegeben ist, deren Wurzeln x' und x" heißen mögen, die Koef- 
fizienten h und c durch die Formeln gegeben werden: 

6 = — a{x + a?"), 
c = aa?V. 

Der Beweis ist leicht. Nach der Formel in Nr. 181 ist: 



6 + 1/6»- 


-4ac 


2a 


j 


6 V6»- 


-^ac 



X 



2a 



und hieraus folgt sofort: 

a{x + x'') = — 6. 

Ferner ist: 

, ,, {—}) + y6«~ 4ac)(~ h — y6«-- 4ac) 
^^ ^ 4a« 

6«— (6' — 4ac) c 
4a* a 

Der Beweis ist hiermit erbracht; er bleibt auch bestehen, wenn 
x' = x'\ d. h. wenn 6* — 4ac gleich Null ist. 

Man schließt hieraus, daß zwei Gleichu/ngen zweiten Grades, 
die dieselben Wwzdn haben, proportionale Koeffizienten 'besitzen; 
denn wenn man die Koeffizienten einer anderen Gleichung 
zweiten Grades, die ebenfalls x und x" zu Wurzeln hat, mit 
a', Vj d bezeichnet, so ist: 

V ^- a\x' + x"), 

c =» axx , 

und hieraus schließt man, daß 

a h c 

ist. Offenbar gilt auch die Umkehrung: Wenn zwei Gleichungen 
zweiten Grades proportionale Koeffizienten haben, so haben sie 
dieselben Wurzeln. 
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186. Yorsaiohen der Wimeln. Die Gleichungen 
zwischen den Koeffizienten und den Wurzebi lassen sich aach 
so schreiben: 

' a ' 

/ // c 

XX = — , 

und man gelangt so zu dem Lehrsatz: 

LehrsatB 78. Wenn eine Gleichung zweiten Grades Wwrzdn 
hesitzty so ist die Summe ihrer Wurzdn entgegengesetzt gleich 
dem Quotienten des zweiten Koeffizienten durch den ersten, u/nd 
das Produkt ihrer Wurzdn gleich dem Quotienten des letzten 
Koeffizienten durch den ersten. 

Man kann aus dem Lehrsatz 73 eine Begel ableiten^ die es 
ermöglicht, die Vorzeichen der Wivrzdn zu finden, ohne daß 
man die Gleichung aufzulösen braucht. Wenn nämlich das 
Produkt der Wurzeln negativ ist, muß die eine Wurzel negativ 
und die andere positiv sein. Wenn aber das Produkt positiv 
ist, so haben beide Wurzeln dasselbe Vorzeichen; mithin sind 
die Wurzeln entweder beide positiv oder beide negativ, je 
nachdem ihre Summe positiv oder negativ ist. 

Bevor man das Vorzeichen der Wurzeln bestimmt, muß 
man sich vergewissem, daß überhaupt Wurzeln vorhanden sind, 
d. h. daß 6*--4ac positiv (oder Null) ist. Hierbei ist folgende 

Bemerkung von Nutzen. Wenn — negativ ist, haben c und a 

entgegengesetzte Vorzeichen, folglich ist auch Aac negativ und 
daher 11^— Aac notwendig positiv; denn die Summanden h^ und 
— 4ac sind beide positiv. 

187. Der Fall, wo a Null ist. Wir haben bisher 
den Fall untersucht, wo der Koeffizient a des ersten Gliedes 
von Null verschieden ist. Um zu erkennen, was geschieht, 
wenn a Null wird, woUen wir zunächst annehmen, daß es 
sdiT klein sei (vgl. Nr. 136), und etwa die Gleichung be- 
trachten: 

i^^ + 2^-3-0. 

Die vereinfachte Formel (Nr. 183) ergibt: 

0,001 
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Nun ist aber: 



yi;ÖÖ3 = 1,00149 . . . 
Die beiden Wurzeln der Gleichung sind daher: 

•^ "~ 0,001 ~ ^' • • • 

Man erkennt, daß die eine Wurzel sehr nahe bei ^ l^^S^; 

d. h. sehr nahe bei der Lösung der Gleichung ersten Grades, die 
man erhält, wenn man in der gegebenen Gleichung das Glied 
mit x^ weglaßt. Ferner ist die zweite Wurzel, absolut ge- 
nommen, sehr groß. 

Betrachtet man die Gleichung: 

SO ist: 

a;' = 1,499..., 

x' 2000001,49 . . .; 

wenn a abnimmt, nähert sich also die Wurzel x' mehr und 

mehr dem Werte r , und der absolute Wert von x" wird größer 

und größer. 

Man wird daher vermuten, daß die eine Wurzel, für a =* 
und 6 + gleich der Lösung der Gleichung ersten Grades: 

hx + c=^0 

wird und die andere Wurzel ins Unendliche wandert, d. h. in 
demselben Maße, wie a kleiner wird, ihrem absoluten Werte 
nach größer und größer wird. Es ist leicht, diese Vermutung 
zu bestätigen, indem man die Gleichung: 

X + X = — 

a 

benutzt. Wird nämlich a gleich Null, ohne daß h gleich Null 

ist, so wächst der absolute Wert der Summe x -f a?" über alle 

Grenzen; wenigstens eine Wurzel wird also dem absoluten Werte 

nach sehr groß. 

Aus der Gleichung: 

6ar + c « 

folgt femer, daß die andere Wurzel gleich — r? ^^ ^^'^^ ^^" 
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bestimmt wird, je nachdem (vgl. Nr. 136) 6 =(= oder 6 = 0, 
c =+= oder 6 = 0, c = ist. Der dritte Fall kommt jedoch 
nicht in Betracht, da alsdann alle Koeffizienten verschwinden, 
mithin eine Identität (Nr. 77) vorliegt. 

188. ZnaammenflMSimg der Diskussion. Die Ergeb- 
nisse der vorhergehenden beiden Nummern lassen sich in die 
folgende Tabelle zusammenfassen: 



DiBknssion der Gleichung: 


a=^0 


T<» 


Zwei Wurzeln, die eine positiv, die andere negativ 


i>. . 


6* 4ac>0 

6* — 4ac— 0. 
6« — 4ac<0. 


r 6 
> 0. Zwei positive Wurzeln 

< 0. Zwei negative Wurzeln 

(i 

Eine Doppelwurzel x = — — 

Keine Wurzeln 


c — Die eine Wurzel Null, die andere Wurzel gleich 

et 


a = 


~~— c 
Die eine Wurzel unendlich groß, die andere Wurzel gleich — r— 


6 = 
c=fO 


Zwei unendlich große Wurzeln; unmögliche Gleichung 


a = 
6 — 
c = 


Unbestimmte Gleichung; jede Zahl ist Wurzel 



III. Untersuchung des Trinoms zweiten Grades 

189. Erklärungen und Bezeichnungen. Unter einem 
Trinom zweiten Grades verstellt man den Ausdruck: 

ax^ + 6ä? + c. 

Die Ausdrücke: erstes Glied usw. haben bei ihm denselben 
Sinn, wie bei der Gleichung zweiten Grades. 
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Bei der Untersuchung des Trinoms setzen toir voraus, daß 

der Koeffiziewt a des ersten Gliedes von Null verschieden ist. 

Wir werden das Trinom Mufig mit y bezeichnen ^ also 

schreiben: 

y = ax^ + 6a; + c. 

Bisweilen werden wir es aber auch durch eins der Symbole 
f{x)y F{x)y (p(x) bezeichnen, die man ausspricht: klein /"von Xy 
groß F von ic, Phi von x. Der Buchstabe f ist der erste Buch- 
stabe des Wortes Funktion, und die Bezeichnungen f(x)y F{x)y 
g? (x) werden angewandt, um eine Funktion von x zu bezeichnen. 
Der Hauptvorteil dieser Bezeichnung besteht in folgendem. 

Wenn man 

f{x) = ax^ ^hx + c 

schreibt und in dem Trinom x durch einen Buchstaben oder 
eine ZaM ersetzt, so wird das Ergebnis, das man erhält, da- 
durch bezeichnet, daß man den Buchstaben x in f{x) durch 
diesen Buchstaben oder diese Zahl ersetzt. So ist: 

f{z) == az^ + bz -\- Cy 
f{X) = ak^ + 6A + c, 
/•(lO) - 100a + 106 + Cy 
/•(_ 1) = a - 6 -I- c. 

Bei der Untersuchung des Trinoms zweiten Grades ist es 
oft vorteilhaft, die Wurzeln der Gleichung: 

ax^ -f- 6a; -|- c = 

einzuführen, d. h. die Wwrzeln der Gleichung, die man erhält, 
wenn das Trinom gleich Null gesetzt wird. Wir sagen zur Ab- 
kürzung, diese Wurzeln seien die NudsteUen des Trinoms-, wir 
werden sie allgemein mit x' und jr" bezeichnen. Wenn 

6* — 4ac> 
ist, so hat das Trinom zwei verschiedene Nullstellen. Wenn aber 

6» - 4ac « 

ist, so hat das Trinom eine doppelte Nullstelle, und wenn 

6* — 4ac<0 
ist, so hat das Trinom keine Nullstelle. 

21* 
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190. Kanonische Formen des Trinoms. Kanonische 
Formen des Trinoms heißen besondere Formen, auf die man das 
Trinom bringen kann and bei denen seine wesentlichen Eigen- 
schaften klar hervortreten, und zwar gibt es eine allgemeine 
kanonische Form, die drei besondere Formen liefert, je nachdem 
die Diskriminante negativ, nuU oder positiv ist. Wir werden 
uns bei der Herleitung dieser kanonischen Formen nicht auf 
die Ergebnisse berufen, die wir bei der Gleichung zweiten Grades 
erhalten haben, werden vielmehr diese Ergebnisse auf einem 
anderen Wege wiederfinden. 

1. Allgemeine kanonisohe Form. Da vorausgesetzt 
wurde, daß a nicht verschwindet, so ist: 

ax^ + bx + c =^ a\x^ -i a? + — 1 , 

mithin wird: 

(1) ax' + bx + c^a [{x + ^)' - ^^=^] • 

Diese kanonische Form kann man dem Trinom immer 
geben. Das Trinom ist also gleich dem Produkt des Koeffizienten a 
seines ersten Gliedes mit der Summe des Quadrats einer linearen 
Funktion von x, in der der Koeffizient von x gleich 1 ist, und 
einer Konstanten, Wie wir bald sehen werden, spielt dieses 
Ergebnis eine wesentliche Rolle bei der Untersuchung der 
graphischen Darstellung des Trinoms. 

2. Der Fall, wo die Diskriminante negativ ist. 

Wir nehmen jetzt an, es sei: 

6« - 4tac < 0, 
oder 

4ac-b^>0, 

Dann gibt es eine positive Zahl m, die die Gleichung: 

befriedigt, und die Gleichung (1) läßt sich daher so schreiben: 

(2) ax^ + hx + c^a ^(x + ^Y + m^] • 

Das Trinom ist also gleich dem Produkt des Koeffizienten a 
seines ersten Gliedes mit der Summe zweier Quadrate. Es kann 
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in diesem Falle offenbar nicht gleich NuiU werden'^ denn ein 
Quadrat ist immer positiv, und die Summe zweier positiven 
Zahlen kann nur dann Null sein, wenn beide Null sind, während 
hier m^ nicht gleich NuU sein kann. 

3. Der Fall, wo die IHskriminante Null ist. Ist aber 

6« — 4ac = 0, 
so geht die Gleichimg (1) über in die Gleichung: 



(3) 


ax^ + hx + c ^ a u 


oder, für 


b 



in die Gleichung: 

(3') ax^ + bx + C'^ a(x — x'y. 

Das Trinom ist also gleich dem Produkt des Quadrats eines 
Binoms ersten Grades in Xy nämlich x — x\ mit a. 

4. Der Fall, wo die Diskriminante positiv ist. In 

diesem FaUe wird 

««.+.«+.-.[(.+i)'-(!^eH5fy], 

und in den eckigen Klammem steht die Differenz zweier 
Quadrate. Die Differenz läßt sich aber mittels det Identität: 

A^-B'^{A + B){A-B) 

in ein Produkt von zwei Faktoren zerlegen, und auf diese Art 
ergibt sich die Gleichung: 

ax^ -^ix + c 

( , 5 l/ft» — 4ac\ / , h . 1/6* — 4 ac\ 

Setzt man noch: 



(4) 



, __ — &4-y&^ — 4ac 



— 6 — 1/6* — 4ac 

X = ^ 



2a 
SO wird: 

(4') ax^ + 6a; + c = a(x — x)(x — x'y 
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Wir wollen die yerschiedenen kanonischen Formen, die 
wir erhalten haben, in eine Tabelle vereinigen. 



Tabelle der kanonischen Formen des Trinoms: 

ax^-^-bx-^c (a + 0) 


1. Allgemeine Form 


<*) "LI* + 2«) 4«« J 


2. 6* — 4ac<0 


(*) «[(* + 2!,) +»»•]' 

4ac " &' 
wobei gesetzt ist: m*= ^ — 


8. 6* — 4ac — 


(8) «(- + .'„) 

wobei ffesetzt ist: x' 

^ 2a 


4. 6* — 4ac>0 




W ^^ + 2a+ 2a A^+2a 2a ) 
(4') a(a: a;')(a: a;"), 
wobei gesetzt ist: 


' —5 + !/&* — 4ac 


"^ 2a 


^.. — 6 — y6* — 4ac 


iP _^ ■- — ■ 
2a 



Aus den Ergebnissen dieser Tabelle kann man sofort die 
Lösung und die Diskussion der Gleichung zweiten Grades ent- 
nehmen. 

191. Das Vorseiohen des Trinoms. Häufig ist es 
nützlich, das Vorzeichen, das dem Trinom zweiten Grades fiir ' 
einen beliebigen Wert von x zukommt, zu ermitteln, ohne erst 
Rechnungen ausführen zu müssen. Man erreicht dies leicht 
durch die kanonischen Formen. Wenn das Trinom keine Null- 
stellen hat, so besitzt es die Form (2). Nun ist aber die Größe in 
der Klammer für jeden Wert von x positiv, folglich hat das 
Trinom das Vorzeichen von a, d. h. das Vorzeichen seines 
ersten Gliedes. In dem Falle der Doppelwurzel sieht man 
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unmittelbar au der Form (3')^ daß das Trinom das Vorzeichen 
von a hat^ es sei denn, daß es verschwindet^ was für x^ x 
eintritt. 

Hat das Trinom aber zwei verschiedene Nullstellen x und 
x'\ so gilt die kanonische Form: 

(4') a(x -' x) (x — x'). 

Wir wollen jetzt die kleinere Wurzel mit x' bezeichnen. 

Es sei also: , ^ f, 

X <ix , 

Dann hat man für die Veränderliche x drei FäUe zu unter- 
scheiden: X ist kleiner als x'y oder es liegt zwischen x' und x'\ 
oder es ist größer als x\ 

1. Ist 

X < Xj 

so ist erst recht: 

X < x'\ 

folglich sind die Faktoren x -- oif, x — oi' beide negativ, ihr Pro- 
dukt also positiv, und das Produkt (4') hat das Vorzeichen von a. 

2. Gelten die Ungleichheiten 

X <x<^ X"y 

so ist der Faktor x — x positiv, der Faktor x — x' negativ, 
also hat das Produkt (4') das entgegengesetzte Vorzeichen wie a, 

3. Ist endlich x größer als x\ so sind die Faktoren x—'X' 
und X — x'' beide positiv und das Produkt (4') hat wie im 
ersten Falle das Vorzeichen von a. 

Aus dieser Untersuchung, die aUe möglichen FäUe er- 
schöpft, folgt der Lehrsatz: 

Lehrsatz 74. Das Trinom zweiten Grades hat dasselbe 
Vorzeichen wie sein erstes Glied, abgenommen den einzigen FaUy 
daß es zwei verschiedene Nullstellen oi und x'' besitzt und der 
betrachtete Wert von x zwischen x' und x" liegt, 

192. Ungleichheiten zweiten Grades. Der vorher- 
gehende Lehrsatz 74 führt zu der Lösung der Ungleichheiten 
zweiten Grades, d. h. der Ungleichheiten von der Form: 

ax^ + bx + c>0 
oder 

ax^ + bx + c<,0. 



328 Algebra 

Wir betrachten zunächst die erste Ungleichheit. Zu ihr 
gehört die entsprechende Gleichung 

diese ergibt sich, indem man das Zeichen > durch das Zeichen = 
ersetzt. 

Wir unterscheiden drei Fälle, je nachdem die entsprechende 
Gleichungkeine Wurzeln, eine Doppelwurzel oder zwei Wurzeln hat. 

1. Die entsprechende Gleichung hat keine Wu/rzdn. Dann 
ist bei positivem a die vorgelegte Ungleichheit stets erfüllt, 
wenn dagegen a negativ ist, läßt sie sich niemals erfüllen. 

2. Die entsprechende Gleichung hat eine Doppelwurzd. Man 
schließt ebenso wie in dem ersten Falle; nur verwandelt sich 
die Ungleichheit für den Wert von a?, der gleich der Doppel- 
wurzel ist, in Gleichheit. 

3. Die entsprechende Gleichung ha;t zwei verschiedene Wurzeln, 
Wir bezeichnen sie mit x und x' und nehmen wieder an, 
daß X <ix' sei. Wenn a positiv ist, muß. 

entweder: x <ix' oder: x > a?" 

sein. Wenn a negativ ist, so muß x zwischen x und x' 

liegen, d. h.: 

' ^ ^ ff 
X <^x <ix 

sein. 

Auf ähnliche Art läßt sich der Fall der Ungleichheit: 

ax^ + 6a: + c < 

behandeln. Man kann ihn aber auch auf den soeben behandelten 

Fall zurückführen; denn diese Ungleichheit läßt sich auch so 

schreiben: 

— ax^ — bx — c>0. 

Anmerkung L Um zu erkennen, welche von den beiden 
Wurzeln in der Formel Nr. 181 die größere ist, beachte man 
das Vorzeichen von a. Da das Zeichen Yb^ — 4ac die positive Zahl 
bedeutet, deren Quadrat gleich b^ — 4ac ist, so ist bei positivem a: 



b — yb* — 4ta€ ^—b + yb* — 4cac 



2a ^ 2a 

dagegen bei negativem a: 



— b + yb*^^Iäc —b'-yb^^^4.ac 
2a 2a 
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Anmerkung II. Bei dem dritten Falle ist die Ungleich- 
heit zweiten Ghrades das eine Mal durch eine doppelte Un- 
gleichheit mit der Wahl ersetzt worden^ daß 

entweder: x<^x 
oder: x > x" 
sein soll^ das andere Mal aber durch zwei pZßic%;gfaJ%e Ungleichheiten: 

x' <x< x'\ 
Man hüte sich, diese beiden FäUe zu verwechseln. Ist zum 
Beispiel x ^ 1 und a;" = 2, so muß in dem ersten Falle x 
entweder kleiner als 1 oder größer als 2 sein^ während in dem 
zweiten Falle x zwischen 1 und 2 liegen, d. h. gleichzeitig 
größer als 1 und kleiner als 2 sein muß. 

Die Diskussion zahlreicher Ungleichheiten kann auf die 
Diskussion der Ungleichheit zweiten Grades zurückgeführt 
werden; siehe Aufgaben 430 bis 434. 

Die Lösung der Ungleichheit zweiten Ghrades läßt sich 
in die folgende Tabelle zusammenfassen: 



Lösung der Ungleichheit: 
ax* + bx + c>0 (a+0) 



&*~4ac<0 



b^ — 4tac = 



a>0 



Die Ungleichheit ist 
immer erfäilt 



Ebenso, nnr daß sie sich 
in Gleichheit verwandelt 

für x = - — 
2a 



a<0 



Die Ungleichheit ist nie 
erfüllt 



6* — 4ac>0 



Die Ungleichheit ist er- 
füllt, wenn 

entweder: x<^x 

oder: x'^x" 

ist. Dabei ist: 



j:'« 


— & — 1/6"— 4ac 


Jü "^ 


2a 


*." — 


— 6 + 1/6* — 4ac 



2a 
und es gilt: 

x' < x" 



Ebenso, nur dafi sie sich 
in Gleichheit verwandelt 

-.. -6 

rar a; = — — 
2a 



Die Ungleichheit ist er- 
füllt, wenn gleichzeitig 

x' <Cx<^ x\ 



ist. Dabei ist: 

— 6 + 1/6* — 4ac 



X = 



2a 



— 6 — yb* — lac 

X = 

2a 

und es gilt: 

X < x'\ 



J 
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193. ▼ergleichnng einer gegebenen Zahl mit den 
Wnrzeln einer Oleichnng zweiten Orades. Bei den Auf- 
gaben zweiten Grades, die wir in dem folgenden Kapitel be- 
handeln werden^ hat man nicht selten eine Aufgabe zu lösen, 
die sich als Umkehrung der soeben behandelten Aufgabe auf- 
fassen läßt: 

Aufgabe. Gegeben ist eine Gleichung zweiten Grades: 

f(x) = ax^ + bx + c^O. 

Das Vorzeichen von f(m) ist bekannt, wobei m eine gegebene 
Zahl ist Läßt sich daraus erschließen, ob die Gleichung Wurzein 
besitzt und^ wenn dies der Fall ist, ob die Wurzeln größer oder 
kleiner als m sind? 

Die Zahl f{m), die durch die Gleichung: 

f{m) =» am^ -|- bm + c 

erklärt wird, nennt man das Ergebnis der Substitution der 
Zahl m in die linke Seite der vorgelegten Gleichung. Indem wir 
vorläufig sowohl a als auch f{m) als von NuU verschieden 
voraussetzen, unterscheiden wir zwei Fälle, je nachdem f(in) 
entgegengesetztes Vorzeichen hat, wie der Koeffizient a des ersten 
Gliedes, oder dasselbe Vorzeichen. 

1. Zunächst wollen wir annehmen ^ daß a und /"(m). ent- 
gegengesetztes Vorzeichen haben. Dann ist ihr Produkt negativ, 
und der Fall, den wir untersuchen, wird also durch die Un- 
gleichheit gekennzeichnet: 

Man braucht sich nur die Tabelle auf der vorhergehenden 
Seite anzusehen, um zu erkennen, daß dieser Fall nur dann 
eintreten kann, wenn die vorgelegte Gleichung Wurzeln hat und 
m zwischen diesen Wurzeln liegt; denn in allen anderen FäUen 
hat das Trinom der linken Seite das Vorzeichen seines ersten 
Gliedes. Folglich gilt der wichtige Lehrsatz: 

Lehrsatz 75. Wenn das Ergebnis der Substitution einer 
Zahl m in die linke Seite einer Gleichung zweiten Grades ent- 
gegengesetztes Vorzeichen hol wie der Koeffizient des ersten Gliedes, 
so besitzt die Gleichung zwei verschiedene Wurzeln, und die Zähl m 
liegt zunschen ihnen. 
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2. Jetzt sei 

af{m) > 0. 

Dann sind mehrere FäUe zu unterscheiden: 

a) Die vorgelegte Gleichung hat keine Wurzeln; dann ist 
V— ac negativ; 

b) sie hat eine von m verschiedene Doppelwurzel; dann 
ist &*— 4ac == 0; 

c) sie hat zwei Wurzeln x' und rr"; dann ist 6* — 4ac positiv. 
Dabei ist m entweder kleiner als die kleinere Wurzel x' oder 
größer als die größere Wurzel x'\ 

Im Falle c) kann man folgendermaßen erkennen^ welche 
von diesen beiden Möglichkeiten tatsächlich stattfindet. Nach 
Nr. 186 ist: 

Da nun x^ kleiner als x'' sein soUtC; ist jede Zahl^ die kleiner 
ist als X, auch kleiner als ^ "^^ , d.h. als — «"*' und jede Zahl, 
die größer ist als x", auch größer als - ^. Um die Beziehung 

von m zu den Wurzeln x und x'' zu ermitteln, hat man 
daher m mit der halben Summe dieser Wurzeln, also mit 

— — zu vergleichen. Ist m kleiner als die halbe Summe, so 

ist m sicher kleiner als die kleinere Wurzel; ist m aber größer 
als die halbe Sunmie, so ist m sicher größer als die größere 
Wurzel 

Wir können die vorhergehende Erörterung in die Tabelle 
auf der folgenden Seite zusammenfassen. 

194. Anwendung auf die Diskussion der Glei- 
chungen zweiten Grades. Die vorhergehenden Ergebnisse 
ermöglichen es in sehr zahlreichen Fällen, die Gleichungen 
zweiten Grades zu diskutieren. Wir woUen an Beispielen 
zeigen, welchen Weg man bei einer solchen Diskussion ein- 
zuschlagen hat. Die Beschäftigung mit diesen Beispielen und 
die Lösung der Aufgaben, die am Ende des Kapitels angegeben 
sind, wird den Leser befähigen, eine solche Diskussion selbst 
durchzuführen, und zwar besser, als wenn er viele !Elegeln aus- 
wendig lernte. Wir haben die Ergebnisse, die man im Kopfe 
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behalten soll^ auf das Allemotwendigste beschrankt und be- 
merken ausdrücklich^ daß man die Tabellen nicht auswendig 
lernen^ sondern nur sich klar machen und häufig anwenden soll. 
Wir wollen noch einige Anleitungen für den Leser hinzu- 
fügen. Die Tabelle auf dieser Seite enthält als besonderen Fall 
die Diskussion, die wir auf Seite 320 über das Vorzeichen der 
Wurzeln der Gleichung zweiten Ghrades angestellt haben. Man 



Yergleichung einer Zahl m mit den Wurzeln der Gleichung: 

f(x) — ax* -j-bx + c — O 


Annahmen 


Folgerungen 


af{m)<0 


Die Gleichung hat zwei Wur- 
zeln, x' und rc" ; m liegt zwischen 
diesen Wurzeln: 

x<m<:x'' 


a/'(w)>0< 


6*— 4ac — 


Die Gleichung hat keine Wur- 
zeln 


Die Gleichung hat eine Doppel- 
wurzel x'] es ist: 


6*— 4ac>0 


r> 2« 

\ 


Die Gleichung hat zwei Wur- 
zeln x' und a;"; es ist: 


Die Gleichung hat zwei Wur- 
zeln x' und a;"; es ist: 



braucht hier nur m = anzunehmen, um die Ergebnisse 
über das Vorzeichen der Wurzeln zu erhalten; für m=»0 
wird nämlich f(m) — c, das Produkt af(nt) hat also das Vor- 

zeichen von ac, und dieses ist gleich dem Vorzeichen von — 

Die Tabelle auf dieser Seite genügt vollkommen für die 
Diskussion der Gleichung zweiten Grades, es sei denn, daß a 
gleich Null ist. Man tut gut, sie sich einzuprägen. Wenn a 
gleich Null ist, benutze man die Tabelle auf Seite 322. Manch- 
mal wird man sich auch der Tabelle auf Seite 329 bedienen; 
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diese enthält jedoch nichts, was nicht auch in der Tabelle auf 
Seite 332 enthalten wäre. 

Beispiel I. Bei der Gleichung 

{k + 3)ic2 + 2(2;i + l)rp + (A + 5) =- 

soll das Vorhandensein und das Vorzeichen der Wu/rzdn diskutiert 
werden. 

Die Diskriminante der Gleichung ist, wenn man die ver- 
einfachte Form (Nr. 183) benutzt: 

D = (2i + l)^-(A + 3)(;L + 5), 
= 4^2 + 4A + 1 - A^ - 8A ~ 15, 
==,3;i8_-4A~14. 
Sie verschwindet also für die Werte: 

w 2 — 1/46 .„ 2 + |/46 
^ = 8 ' ^ 8 

Das Produkt der Wurzeln x und x" ist: 

es hat also dasselbe Vorzeichen wie das Trinom: 

a + 3)(A + 5), 

dessen NuUstellen — 3 und — 5 sind. 

Die Summe der Wurzeln x' und x'' ist: 

^ 2(2X+1) 

Sie hat dasselbe Vorzeichen wie das Trinom 

- (2A + 1)(A + 3), 

dessen Nullstellen — y und — 3 sind. 

Mithin sind die ausgezeichneten Werte von k, d. h. die 
Werte von A, für die D, P und S ihr Vorzeichen wechseln: 

Xy k"y -— 3, — 5, — Y* -^^ ^^^ bequem, diese ausgezeichneten 
Werte nach ihrer Größe zu ordnen. Um diese Vergleichung 
anzustellen, könnte man k' und k" bis auf die Zehntel genau 
berechnen; es ist jedoch einfacher, die Ergebnisse von Nr. 193 
zu benutzen. 

Wir setzen zu diesem Zwecke: 

D==^F{k)^ik^-4:k-U. 
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Dann wird: 

ir(_6) = 3.25 + 4-5 -14>0, 

i?'(-3) = 3- 9 + 4.3 -14>0, 
^(-Y)-34 + 4.i--14<0. 

Um die Vorzeichen zu ermitteln, ist es übrigens nicht nötig, 

die Werte von F{ — 5), 2^(— 3), F{— y) wirklich auszurechnen; 

es genügt, abzmchäizen, ob diese Werte positiv oder negativ 
ausfallen. 

Da der Koeffizient von X^ in D positiv ist, so liegt — — 

zwischen k' und X'\ Ferner sind — 5 und ~ 3 sicher kleiner 
als A'; denn sie können nicht größer sein als A'', da A" größer 

ist als — y Nachdem wir so die ausgezeichneten Werte von l 

nach der Größe geordnet haben, können wir die folgende Tabelle 
bilden: 



X 


n 


p 


S 


Folgeinngen 


— 00 


+ 

+ 

+ 

+ 

+ 




+ 


+ 


CX) 

+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 


00 

+ 
+ 



+ 






a;'<0, a;"<0 


— 6 


a;'<0, a;" = 




«'<0, 0<a;" 


— 3 


a;' = oo, x'' = — 






x>0, a;">0 


r 


^ ^ r+3 ^" 




Keine Wurzeln 


1 
2 


Keine Wnizeln 




Keine Wurzeln 


r' 


(21" + 1) 

" " r + 8 *^" 


+ 00 


«'<0, a!"<0 
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In dieser Tafel hätte man es sich ersparen können, die 
Vorzeichen von P und 8 in den Gebieten, wo D negativ ist, 
anzugeben. Es ist jedoch vorteilhaft, jede Spalte ohne Unter- 
brechung zu schreiben; man wird so rascher [zum Ziele kommen 
und leichter Fehler vermeiden. 

In der ersten Spalte stehen, der Größe nach geordnet, die 
ausgezeichneten Werte von A, und in den drei folgenden 
Spalten die Vorzeichen oder die besonderen Werte und oo 
von D, P, 8 für die ausgezeichneten Werte und für die 
Zwischenräume, die sie von einander trennen. In der letzten 
Spalte findet man endlich die Folgerungen, zu denen die Er- 
gebnisse der drei Spalten D, P, 8 fuhren. 

Beispiel n. Wieviel zulässige Werte liefert die Gleichung: 

5 cos^ rc — 19 cos a; + 13 « 
für cos X? 

Damit ein Wert für cos x zulässig ist, muß er zwischen 
— 1 und + 1 liegen. Wenn wir 

cos X = y 
und 

m - 5y* - 19y + 13 - 

setzen, so handelt es sich also darum, zu ermitteln, wieviel Null- 
stellen das Trinom f(i/) zwischen — 1 und 1 besitzt. Nun ist: 

/•(- 1) = 5 + 19 + 13 > 0, 
f(l) = 5 - 19 + 13 < 0. 

Da f(l) negativ und der Koeffizient von y* in f(y) positiv ist, 
besitzt f(y) zwei verschiedene NuUstellen y und y" (Nr. 193), 
und es ist 

^<i<y"- 

Da andererseits /*(— 1) positiv ist, so muß — 1 kleiner als 
y sein; denn da y" größer ist als 1, kann - 1 nicht größer als 
y'' sein. Folglich ist: 

-l<y'<l<y", 
und die Wurzel y', die zwischen — 1 und + 1 liegt, gibt die 
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einzige zulassige Lösung für cos x. Übrigens ist diese 
Lösung: 

19— Vsei — 260 19 — l/lÖl AQQR 

cosa? = ^-^ = j^ — = ^oyo . . . 

Die andere Wurzel: 

y" = 2,905 
liefert keine Lösung. 

Beispiel m. Die Gleichung zu disJcuiieren: 

{l + 4) sin* x-2(k + S)Bmx+ k + l'^O. 

Damit ein Wert für sin x zulässig ist, muß er zwischen 
— 1 und + 1 liegen. Wir setzen wieder sino? =» y und 

f(jf) = (A + 4)y« - 2{X + 3)y + A + 1. 
Dann ist: 

D = (A + 3)» - (A + 4)(X + 1) - A + 5, 

(X + 4)/-(-l) = (A + 4)(4A + ll), 

(A + 4)/-(l)--(A + 4). 

Die ausgezeichneten Werte für X sind also der Ghröße nach 
geordnet: 

und man kann, indem man wieder die Überlegungen von Nr. 193 
anwendet, die folgende Tabelle bilden: 



X 


2> 


«/•(- 1) 


am 


Folgerungen 


— oo 


— 


+ 


+ 


Keine Wmzeln 


— 6 





+ 


+ 


Wurzeln gleich y' =» y" = 2 




+ 


+ 


+ 


i<y'<y" 


— 4 


+ 








y'-oo, y"-i- 




+ 




— 


y'<-i<i<y" 


11 

4 


+ 







y' = -l, y">l 

« 


+ O0 


+ 


+ 


— 


-l<y'<l<y" 
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Bei dem Gebiet (— 5, — 4) hätte man fragen können, ob 
die Wurzeln y und y", anstatt beide größer als 1 zu sein, nicht 
beide zwischen — 1 und 1 liegen oder beide kleiner als — 1 sind. 
Um diesen Zweifel zu heben, hat man — 1 und + 1 mit der 

halben Summe der Wurzeln: tj~\ ^ju vergleichen. Nun ist: 

X + 4^ ■^' 

denn A + 4 ist hier negativ, und es gilt offenbar die Un- 
gleichheit: 

A + 3<A + 4. 

Da nun der Sinus zwischen — 1 und + 1 liegen muß, 
so erkennt man, daß die vorgelegte Gleichung keinen zu- 

lässigen Wert für sin x liefert, wenn l kleiner als — j— ist, 
und einen einzigen, wenn X gleich —^ oder größer als ^^^ ist. 

lY. Untersuchung des Trinoms zweiten Grades; graphische 

Darstellung 

195. Ebenso wie wir der Untersuchung der Gleichung 
ersten Grades mit einer Unbekannten die Untersuchung der 
linearen Funktion ax + b folgen ließen, wollen wir jetzt das 
Trinom ax^-\-bX'{-c untersuchen. Wir beginnen mit dem be- 
sonderen Fall, wo die Koeffizienten b und c gleich Null sind, 
und betrachten also die Funktion ax^*^ dabei sei zunächst der 
Einfachheit halber der Koeffizient a gleich 1. 

196. Untersuchung von y=:x^; graphisohe Dar- 
stellung. Wir untersuchen die Funktion y, die durch die 

Gleichung 

y = x^ 
erklärt wird. 

Zunächst sei x negativ und sehr groß. Dann ist y dem 
absoluten Werte nach sehr groß und positiv. Wenn zum Bei- 
spiel X 1000 gesetzt wird, so ist y = + 1000000. Wenn 

X wächst, aber negativ bleibt, d. h. wenn es negative Werte 
annimmt, deren absoluter Wert kleiner wird, so nimmt y ab. 
Zum Beispiel ist für r» == — 10, y « + 100; für x = - 2, 

y = + 4', für X 1, y = + 1; für a? « — :^, y = + 



10' ^ ' 100 

Borel-Stäckel, Die Elemente der Mathematik I 22 
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Man erkennt so^ daß y sich gleichzeitig mit x der Null 
nähert; für rc = ist y = 0. Wenn x fortfährt zu wachsen und 
größere und größere positive Werte annimmt, so nimmt auch 
y größere und größere positive Werte an. Zusammenfassend 
können wir folgende Tabelle bilden: 



X 


— oo 









+00 


y 


+ 00 


positiv, nimmt ab 





positiv, wächst 


+00 



Die FunJction y ist also ab- 
nehmend in dem Gebiet (— 00, 0) 
und wachsend in dem Gebiet 
(0, + 00). 

Um die graphische Darstellung 
der Funktion y = x^ auszufuhren, 
ziehen wir zwei rechtwinklige 
Achsen Ox, Oy (Fig. 35) und wählen 
eine Längeneinheit OB. Wir haben 
die Punkte Ä, JB, C, D, Ä\ B, 
C", D' gezeichnet, deren Abszissen 

1 _i _i. 

2 7-72'"' 2 ' ' 2 ' 




D'CB'A'OI AB C D 
Flg. S5 



-2 



2, —-^7 —1, — 
sind. Die entsprechenden Ordinaten müssen sein: 

ÄM^\, BN^l, CP^{, nq^A, 

ÄM^^, ww^i, cF^^, Wq^4.. 

Verbindet man die Punkte Q\ F, K, M, 0, Jf, N, P, Q 
durch eine zusammenhängende Linie, so erhält man eine Eurve^ 
wie wir sie gezeichnet haben. Diese Kurve müßte über die 
Punkte Q und Qf hinaus verlängert werden, allein die Aus- 
dehnungen des Blattes sind beschrankt und gestatten uns nur 
einen Teil der Kurve wiederzugeben. 

Man bemerkt sofort, daß die Ordinaten CP, CP*, die 
zwei entgegengesetzten Abszissen 0(7, OC entsprechen, ein- 
ander gleich sind. Mithin ist die Gerade PP' parallel zu Ox 
und steht auf Oy senkrecht. Femer ist der Punkt 2, in dem 
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diese Gerade Oy trifiFt, der Mittelpunkt von FP\ denn ist 
der Mittelpunkt von CC\ Aus P ergibt sich also F\ indem 
man von P aus die Senkrechte PI auf Oy fällt und diese 
Senkrechte um die Länge /P'= FI verlängert. Man sagt daher^ 
P' sei symmetrisch zu P in bezug auf Oy. 

Da sich diese Überlegung auf jeden Punkt P des Kurven- 
stückes OMNPQ anwenden läßt, so heißt der Ast OM'N'PQf 
symmetrisch zum Ast OMNPQ in bezug auf Oy. Die 
Kurve besteht also aus zwei Asten, die zueinander in bezug 
auf Oy symmetrisch sind; sie hat daher Oy zu/r Symm^etrieachse. 

Wir woUen das Aussehen 
der Kurve noch genauer unter- 
suchen. Es sei M ein Punkt 
der Kurve (Fig. 36). Wir ver- 
binden ihn mit dem Punkte 0. 
Welches ist die Neigung von 
OM'i Wenn x die Abszisse von 
M ist, so ist seine Ordinate 
gleich x^. Die Neigung von 
OM ist nun allgemein gleich 
dem Quotienten der Ordinate 
von M durch seine Abszisse, 
sie ist mithin hier gleich x. 
Wenn x sehr klein ist, liegt diese Neigung sehr nahe an NulL 
Wenn sich daher M dem Punkte nähert, so strebt OM mit 
Ox zusammenzufallen. Ebenso wird, wenn x sehr groß wird, 
die Neigung sehr groß, und eine Gerade wie OB nähert sich 
mehr und mehr der Geraden Oy. Diese Bemerkungen be- 
stätigen, daß die Kurve ungefähr so aussieht, wie wir es in 
der Figur dargestellt haben. 

197. XTüterBiiohiing von {/ s= — oc;^ nud y =: ax^. 
Wir wollen jetzt die Funktion y = — x^ betrachten. Wir 
ziehen zwei Achsen OXy Oy, wählen eine Längeneinheit OB 
und zeichnen die Kurve y = + a;*, die wir punktiert darstellen 
(Fig. 37). 

Es sei Ä ein beliebiger Punkt von Ox mit der Abszisse X] 
diesem Punkte Ä entspricht der Punkt M, dessen Ordinate 
ÄM'=^ x^ ist. Welcher Punkt der Kurve y =« — n?^ entspricht 

22* 



Fig. 86 
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derselben Abszisse? Offenbar der Punkt M\ dessen Ordinate AM' 
negativ ist und den absoluten Wert x^ hat. Folglich ist M' 
symmetrisch zu M in hezug auf Ox, Jedem Werte von x ent- 
sprechen also bei den Kurven y ^ x^ und y = — x^ entgegen- 
gesetzte Ordinaten, und die zweite Kurve ergibt sich, indem man 
die Kurve zeichnet; die zur ersten in bezug auf 0:r symmetrisch ist. 
Wir bilden noch die folgende Tabelle für den Verlauf der 
Funktion y «= — o:*: 



X 


— <X) 









+ <x> 


y 


— oo 


negativ, wächst 





negativ, nimmt ab 


— oo 



Endlich betrachten wir die Funktion, 
die durch die Gleichung: 

y = ax^ 

erklärt wird, in der a eine von 1 ver- 
schiedene positive Konstante bedeutet. 

Die Kurve, die die Funktion y^ax' 
darstellt, ist ganz ähnlich gestaltet wie 
die bereits untersuchte Kurve, die die 
Funktion y ^ a^ darstellt. Man kann 
sogar weiter gehen und zeigen, daß diese 
beiden Gleichungen durch dieselbe Kurve 
dargestellt werden, wenn man die 
Längeneinheiten passend wählt. Wir 
wollen zum Beispiel die Kurve zeichnen, die durch die Gleichung: 

y - 10a;2 

dargestellt wird. Dabei soll das Zentimeter die Längeneinheit 
sein. Nun läßt sich diese Gleichung auch so schreiben: 

lOy = (lOxy. 

.2 

Wenn wir also ^ = Tq nehmen, so erhalten wir 10a; =« 2, und 

hieraus folgt: 

10y = 2« = 4; y = A. 

Folglich gehört zu dem Punkte mit der Abszisse — die Ordi- 




Fig. S7 



10 



nate 



3 



10 



Man könnte ebenso erkennen, daß den Abszissen — , 



10 
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~, ^ die Ordinaten ^, J^, ^ entsprechen. Wenn man also 
die Kurve zeiclinet; deren Gleichnng: 

ist^ und das Millimeter als Längeneinheit nimmt^ so erhalt man 
dieselbe Kurve, als ob man von der Gleichung: 

y = lOa;^ 

ausgeht und das Zentimeter zur Längeneinheit nimmt. 

Die Kurven, die wir er- 
halten haben und die sich 
nur durch den Maßstab unter- 
scheiden, in dem sie gezeich- 
net sind, die also ähnlich 
sind, heißen Parabeln. 

198. Untersuchung 
von Trinomen mit Zahlen- 
koefflzienten. 

I. Gegeben sei das Trinom: 

(1) y^^2x^+^. 

Wenn wir die Parabel 
zeichnen, die durch die Glei- 
chung: 

(2) y = - 2x« 

dargestellt wird, so erkennen 
wir, daß sich die Kurve (1) 
von der Kurve (2) nur dadurch unterscheidet, daß für jede Abszisse 
die Ordinate um 3 vermehrt ist. In der Figur 38, in der OA die 
Längeneinheit ist, haben wir die Kurve (2) punktiert gezeichnet; 
es ist die Kurve SR Q MNP. Die Kurve (1) geht aus ihr hervor, 
wenn man die Ordinaten aller ihrer Punkte um denselben Betrag 3 
vermehrt. Man erhält so die Kurve S'K Q'O'M'N'P'-, dabei 
haben die Strecken 88\ BR\ QQ\ 00\ MM', NN\ PP~' 
alle den algebraischen Wert 3. Die gesuchte Kurve, die aus- 
gezogen worden ist, geht also aus der punktierten Hilfskurve 
durch eine Verschiebvmg parallel zur y- Achse hervor. 

Man kann auch so verfahren. Man mache 00' gleich 3 




Fig. 88 
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und ziehe OV parallel zu Ox. Wenn man dann die Achsen 
x' O'y statt der Achsen xOy nimmt^ bleiben offenbar die Ab- 
szissen der Yerschiedenen Punkte unyenlndert; während sich 
die Ordinalen um 3 vermindern. Man beachte dabei^ daß 
man die JJbssissenachse verlegt hat. Daraus ergibt sich eine 
Änderung des Anfangspunktes für die Ordinaten] denn der 
Anfangspunkt der Ordinalen ist der Schnittpunkt der Abszissen- 
achse mit der Ordinatenachse. Um die gesuchte Kurve zu 

erhalten^braucht man 

also nur die Kurve: 

/ 2x^ 

für die Achsen x'O'y 
zu zeichnen. 

n. Wir betrach- 
ten jetzt die ölei- 
chung: 

Die gesuchte 
Kurve entsteht aus 
der Kurve mit der 
Gleichung: 




Fig. S9 



y-T^ 



3 



durch eine Verschiebung parallel zu Ox'^ denn für Abszissen, 
die sich um 1 unterscheiden, erhält man bei diesen beiden 
Kurven dieselben Ordinalen. Man kann aber auch die Ordi- 
natenachse verlegen, indem man als Anfangspunkt den Punkt 0' 
von Ox nimmt, dessen Abszisse gleich 1 ist, und zur Ordi- 
natenachse die Senkrechte O'y auf Ox. 

In Figar 39 ist die Kurve TSROMPQ, durch welche 
die Funktion 

1 2 

graphisch dargestellt wird, punktiert gezeichnet; die Längeneinheit 
ist ÖÖ^= Wä=^JB', die gesuchte Kurve ist TS'B'O'WF'Q'. 
Sie entsteht aus jener durch die Verschiebung: 



TT ^ SS' ^ RB' ^ 00' ^ MW ^ Pr ^ QQ' ^ 1. 
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in. Wir wollen endlich das Trinom betrachten: 

y = a;* + 4fl; + 3, 
das auf die kanonische Form 

gebracht werden kann. An dieser Form erkennt man sofort^ 
daß die gesuchte Kurve b 

aus der Kurve: 

durch eine doppelte Ver- 
schiebung, die eine parallel 
zu Ox und die andre pa- 
rallel zu Oy, hervorgeht. 
Es sei nämlich (Fig.40) 
0' der Punkt mit der Ab- 
szisse — 2 und mit der 
Ordinate — 1, und M ein 
Punkt der gesuchten Kurve 
mit der Abszisse x = OÄ 
und der Ordinate y «= J-Jf. 
Nun ist in der Figur 




Fig. 40 



0'^'= 0'G+CÄ'=^ 0'C+ OÄ^x + 2, 



A'M^A'A + AM^ CO + AM^y + 1. 

Mithin folgt aus der Gleichung: 

y = (a;-h 2)^-1, 
daß 

A'M^O'A^ 

ist, d. h. der geometrische Ort von M wird in bezug auf die 
Achsen OV, O'y wirklich durch die Gleichung erklärt: 

Die Untersuchung der Trinome fuhrt somit zu denselben 
Kurven wie die Untersuchung der Gleichung y = ax^. Einzig 
und allein die Lage der Kurven gegen die Achsen hat sich ge- 
ändert, aber in jedem besonderen Fall zeigt die aufmerksame 
Betrachtung der Figur die Lage der Achsen OV und O'y'. 
Der Punkt 0' heißt der Scheitd der Parabel; die Gerade 0'y\ 
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die^ wie wir wissen, eine Symmetrieachse ist^ heißt die Achse 
der Pardbdy und die Gerade O'x' die Scheitdtangente. Hierauf 
werden wir noch zurückkommen (Nr. 200). 

199. Untersnchung eines beliebigen Trinoms. Um 

das Trinom: 

(1) y == ax^ + ftrc + c 

und seine graphische Darstellung zu untersuchen^ benutzt man 
am einfachsten die allgemeine kanonische Form: 

6\8 5* — 4ac 



(2) y = a{x + f^- 



4ta 

Alsdann gelten ganz ähnliche Betrachtungen wie im Vor- 
hergehenden. Wird also mit 0' der Punkt bezeichnet, dessen 
Koordinaten: 



2a' 4a ' 

sind, und bedeuten 0'x\ C/y die durch 0' zu Oxj Oy gezogenen 

Parallelen, Xy y die Koordinaten eines Punktes in bezug auf 

diese Achsen, so ergibt sich als graphische DarsteUung des 

Trinoms eine Parabel: 

y =^ax\ 

die O'y' zur Achse und O'x' zur Scheiteltangente hat. Wir 
gehen jedoch auf dies Verfahren nicht näher ein, sondern 
wollen hier lieber die Untersuchung des Trinoms (1) direkt vor- 
nehmen, wobei wir die kanonische Form (2) benutzen. 

In der Formel (2) kommt x auf der rechten Seite nur 

X + r— j vor, der immer positiv ist, aus- 
genommen für X ^ — ^-j denn für diesen Wert von x ver- 

£ et 

schwindet x + ^- 

'2a 

X + ^-J immer 

positiv oder es verschwindet, ist a dagegen negativ, so ist dieses 
Produkt immer negativ oder es verschwindet. Hieraus folgt, 
daß y bei positivem a den Meinsten Wert oder, wie man 
auch sagt, ein absolutes Minimum erreicht, wenn x gleich 

— ^— ist. Ist dagegen a negativ, so erreicht y für x ^ — jr- 

ein absolutes Maximum^ d. h. es nimmt für diesen Wert von x 
einen größeren Wert an, als für jeden anderen Wert von x. 
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Der Ausdruck x + rr- wächst mit x. Ist x + ^r- positiv, so 

ändert sich (x + g— ] in demselben Sinne, d. h. es wächst 

mit X] ist aber x + ^ negativ, so nimmt sein absoluter Wert 

mit wachsenden x ab, folglich nimmt (x + r-j ab, wenn x bei 

negativem x + ^- wächst. 

A a 

Endlich ändert sich das Produkt a(x + x— j , je nachdem a 

^ "f" 2~) 

oder in eutgegengesetztem binne. 

Die Untersuchung des Trinoms ist in der Tabelle auf 
der folgenden Seite zusammengefaßt worden. 

Das Vorzeichen des Trinoms wurde in Nr. 191 erörtert. 
Man könnte durch die Betrachtung der Vorzeichen des Minimums 
oder des Maximums die Ergebnisse jener Erörterung neu ge- 
winnen. Wenn zum Beispiel a positiv und 4ac — 6^ ebenfalls 
positiv ist, so ist das absolute Minimum positiv, y kann also 
nicht gleich Null werden. Ist dagegen 4ac — 6^ negativ, so 
nimmt y von + oo bis zu diesem negativen Minimum ab und 
wird daher in dem Gebiete zwischen + <^ iind dem negativen 
Minimum einmal gleich Null. Ebenso wird y einmal gleich 
Null, wenn es von diesem negativen Minimum bis + oo wächst. 

Die Hauptfälle, die eintreten können, werden durch die 
umstehenden Figuren 41 bis 46 dargestellt. In ihnen ist 

die Abszisse OÄ gleich — ö"' ^^^ dieser Wert von x liefert 
das Maximum oder Minimum. Die Ordinate ÄS ist gleich 
— T^^^ — , also gleich dem Werte von y für a; = — ^^ 5 ^ ^^t 
der Scheitel der ParabeL 

X + — j hängt nur von 

dem absoluten Wert von x + -i— ab. Wenn man also nach- 

2a 

einander 



und 



X A = t 

^ 2a 



2a 
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a> 



Fig. 41 

a>0;4ac— 5">0; >0; 

Positives Minimnm^ keine Wurzeln 




Fig. 48 

a>0; 4ac — &*=»0; 

Minimum Null, Doppelwurzel; 
8 und J. fallen zusammen. 




M'^a> 



Fig. 48 

«>0; 4ac— &»<0; ^~ <0; 
'^ 4a 




a> 



Fig. 44 
a<0; 4ac— 6">0; — 4^— <<>? 



Negatives Minimum^ zwei Wurzeln Negatives Maximum, keine Wurzeln 
ÖJT und ÖW 




JO 



Fig. 45 

a<0; 4ac--&' = 

Maximum Null, Doppelwurzel; 
8 und ^ fallen zusammen. 




a> 



Fig. 46 

a<0; 4ac — &*<0; >0; 

4a 

Positives Maximum, zwei Wurzeln 



GM' und OM 



/f 
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setzt; so nimmt dieser Ausdrack denselben Wert an^ und das- 
selbe gilt von y. Daher liefern die folgenden Werte der Ab- 



szisse: 



und 



2a ' 



X = — 



2a 



t 



dieselbe Ordinate^ und man gelangt so zu der schon bewiesenen 
Symmetrie in bezug auf die Parallele zu Oy, die durch den 
Scheitel 8 geht. 

Anmerkung II. Die Nullstellen des Trinoms sind die 
Abszissen der Schnittpunkte der Parabel mit Ox. Wenn die 
Parabel die Gerade Ox berührt (Fig. 42, 45), fallen die Schnitt- 
punkte zusammen, und man nennt daher in diesem Falle die 
Nullstelle eine doppelte Nullstelle. 

200. Die Kurve x = y^. Übereinstimmiing mit 
der geometrischen Brklämng der Parabel. Statt der 
Gleichung: 

y = ax^+ hx + c, 

wollen wir jetzt die ähnlich gebaute Gleichung untersuchen: 

x^ay^+by + c, 

wobei also die Buchstaben x und y vertauscht worden sind. 

Diese Vertauschung ist weiter nichts, als eine Verschiedenheit 

der Bezeichnung, Wir be- 
schränken uns auf den FaU. 
der Kurve: 

x^y^, 

die der Kurve 

y^x^ 

entspricht, nur daß jetzt 
Ox die Symmetrieachse 
und Oy die Scheiteltan- 
gente ist. Es sei (Fig. 47) OÄ die Längeneinheit, M ein 
Punkt der Kurve, PM seine Ordinate und ÖP seine Abszisse. 




Fig. 47 
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Da OA die Längeneinheit ist, so wird 



OP PM 



und infolgedessen ist 



OP PM 



OA OA 
oder 



« ? 



2 



OÄ'OP^PM\ 

Diese Gleichung ist aber eine Folge der geometrischen 
Erklärung der Parabel als des Ortes der Punkte, deren Ab- 
stand von einem festen Punkte, dem Brenn^nkte, gleich dem 
Abstände von einer festen Geraden, der Leiflinie, ist. Dabei 
heißt OA der doppelte Parameter^ OA ist nämlich der doppelte 
Abstand des Brennpunktes von der Leitlinie. 

Hiermit ist bewiesen, daß die Kurven, die wir hiefr Parabeln 
genannt haben, identisch sind mit den Kurven, denen maii diesen 
Namen in der Geometrie beilegt, und die Benennungen Achse. 
Scheüd, Scheiteltangente sind vollständig gerechtfertigt. 

Aufgaben zu Kapitel ZVII 

396. Löse die Gleichungen: 

2a;* — 3aj— 3 = 0, 
2«* — 6a? — 7 = 0, 

3a;* — a; — 1/2 = 0, 
a;* — 6a;4-l = 
3a;* — 8a; + 4 = 

397. Löse die Gleichungen: 

2a;*— 3a; — 5 = 0, 

2a;* — 5a; — 9 = 0, 

a;* — 6a; + 3 = 0, 

3a;* — 8a;+7 = 0. 

398. Löse die Gleichungen: 

1 +_i 1 



a;— 8 ' a;— 2 



X — 3 X — 4 
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X "^ 0?+ 1 

399. Löse die folgenden Gleichungen : 

X — h .X — a <* I ^ 
X — a*x — 5*" 6a' 

1 „l+JL+l 

a + ^ + Ä a'ftrc' 

(a^xy+{x-h y_ 

400. Bilde eine Gleichung zweiten Grades, die die Wurzeln 5 
nnd — 7 hat. 

401. Bilde eine Gleichung zweiten Grades^ die die Wurzeln 1000 
und 0,001 hat 

402. Bilde eine Gleichung zweiten Grades, die die Wurzeln j/S 
und yi hat. 

403. Welche Vorzeichen haben die Wurzeln der Gleichung: 

(a + Z)x* + (2a + 8)« + a + 6 = 0, 

wenn a alle möglichen Werte annimmt? 

Zunächst untersuche man, für welche Werte von a überhaupt 
Wurzeln vorhanden sind. 

404. Dieselbe Aufgabe für die Gleichung: 

(a + 6)a;« + (2a — 3)a; + a — 10 = 0. 

405. Dieselbe Aufgabe fOr die Gleichung: 

(a — 2)a;* + 2(a — 2)« 4- 3a + 4 = 0. 

. 406. Diskutiere das Vorhandensein und das Vorzeichen der Wurzein 

der Gleichung: 

(2a + 3)a:* + (a + l)a; + 4 = 0, 

wenn a von — oo bis + cx> läuft. 

407. Löse und diskutiere die Gleichung: 

a;'(2 cos a + 3) + 2a;(cos a — 1) -f- 8 cos a = 0, 

in der a einen gegebenen Winkel bedeutet. 

408. Diskutiere die Gleichung: 

(a — 5) cos' a; + (2a + 8) <508 a; + 3a = 0, 

in der a eine Konstante und x ein unbekannter Winkel ist. 

409. Löse die Ungleichheit: 

3 cos* a; — 12 cos a? + 5 > 

unter der Annahme, daß der Winkel x zwischen 0^ und 180^ liegt. 

410. Löse unter derselben Voraussetzung die Ungleichheit: 

5 sin* a;4-3Bina; — l^O. 
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411. Löse und diskutiere die Ungleichheit: 

(1+X)a;« — SXä — 1>0. 

412. Zeichne die Parabel: 

y = — a;« 

mit dem Zentimeter als Längeneinheit. 

413. Zeichne dieselbe Kurve mit dem Dezimeter in der a;-Ach8e 
und mit dem Millimeter in den i/-Achse als Längeneinheit. 

414. Zeichne die Parabel: 

y = 60000a;' 

mit dem Meier als Längeneinheit. 

415. Zeichne die Parabel: 

y=» — 0,0002 a?' 

mit dem Zehntel Millimeter als Längeneinheit. 

416. Zeichne die Parabel: 

mit dem Zentimeter als Längeneinheit. 

417. Zeichne die Parabel: 

und die Gerade: 

y^2x+Z 

mit dem Zentimeter als Längeneinheit. Miß die Abszissen ihrer gemein- 
samen Punkte und zeige, daß sie gleich den Wurzeln der Gleichung: 

x^^2x + d 

sind (graphische Lösung der Gleichung zweiten Grades). 

418. Zeichne die Parabel: 

und die Gerade: 

y r=3a;-|-4 

mit dem Zentimeter als Längeneinheit. Miß die Abszissen ihrer gemein- 
samen Punkte und zeige, daß sie gleich sind den Wurzeln der Gleichung: 

a»« = 3a? + 4. 

419. Dieselbe Aufgabe für die Parabel: 

1 , 

und die Gerade: 

y = 2aj+10. 

Nimm zur Längeneinheit das Millimeter. 

420. Dieselbe Aufgabe für die Parabel: 

1 , 

und die Gerade: 

y = 2a; + 15. 

Nimm das Millimeter zur Längeneinheit. 
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421. Löse die beiden vorhergehenden Aufgaben unter Benutzung von 
Quadratpapier und nimm dabei eine Quadratseite zur Längeneinheit. 

422. Zeichne die Parabel: 

mit dem Zentimeter als Längeneinheit. 

423. Zeichne dieselbe Kurve mit dem Zehntel Meter und dem 
Millimeter als Längeneinheiten. 

424. Zeichne die Parabel: 

y = 2a;* — öa;+ 3 

mit dem Zentimeter als Längeneinheit. Berechne die Abszissen der 
Schnittpunkte dieser Kurve mit der ^- Achse und bestätige das Er- 
gebnis der Bechnung durch eine Messung. 

425. untersuche das Trinom: 

y^-X^^-X-1 

und zeichne die zugehörige Kurve mit dem Zentimeter als Längeneinheit. 

426. Zeichne die Kurve: 

x= 2y* — 6t/-(- 1 

mit dem Zentimeter als Längeneinheit. 

427. Zeichne die folgenden Kurven: 

X = ÖOOOOy' + 300t/ — 3, 
y = 0,0001 aj* + 0,01a?— 1 

mit einer geeignet zu wählenden Längeneinheit. 

428. Unter der Gleichung mit den reziproken Wurzeln einer ge- 
gebenen Gleichung zweiten Grades, deren Wurzeln x' und x" sind, ver- 
steht man eine Gleichung zweiten Grades, die die Wurzeln —7 und —77 

X X 

hat. Beweise, daß die Gleichung mit den reziproken Wurzeln der Glei- 
chung : 

ax*-^bx-\-c = 
die Form 

cx^ -\- 6a;-|- a = 

hat. Leite daraus eine Diskussion des Falles ab, wo a Null ist; sie muß 
zu den Ergebnissen von Nr. 187 fuhren. 

429. Es sei eine Gleichung zweiten Grades gegeben, deren Wurzeln 
x' und a;" sind: 

ax*-\-bx-\-c = 0. 

Beweise, daß die Gleichung: 

a(y-Ä)« + 6(y-Ä) + c«0 

die Wurzeln y == a;' -f- Ä und y" = a?" + Ä hat. 

Bestimme h so, daß diese Gleichung von ihrem zweiten Gliede 
befreit wird. Daraus soll auf eine neue Art die Formel für die Lösung 
der Gleichung zweiten Grades abgeleitet werden. 
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480. Löse die Ungleichheit: 

ax + b 



7>0. 



ax -\- h' 

Man multipliziere beide Seiten mit der positiven Größe {ax + 60* 
481. Löse die Ungleichheit: 

a(a; — a)(a? — /3)(a: — y) > 0. 

432. Löse die Ungleichheit: 

a{x -- a){x — /J)(a; — y){x — d) > 0. 

488. Löse die Ungleichheit: 

ax'^ + 'bx-\-c 

Man multipliziere die beiden Seiten mit {fl'x^ + h'x -\- c')*. 
434. Löse die folgenden Ungleichheiten: 

2a; + 3 



Zx-—b 

4a? + 7 
hx—1 

7 — 2a; 



<0, 



8a; — 5 

6a;' — 6a;-f 1 
a; — 4 

a;*— 4a;4-3 
5*^ 7a; + 10 

2a;*— 6a; + 6 

8 —4a; — 8a;* "^ ' 

436. Gegeben sei die Gleichung zweiten Grades: 

f{x) = aa;* + 6a; + c = 0. 

Sind fem er die Zahlen m und m' gegeben, so soll bewiesen werden, 

daß die Gleichung sicher eine zwischen m und m liegende Wurzel besitzt, 

wenn 

f{m)f{m') < 
ist. Wenn aber 

/•(m)/-(m')>0 

ist, so sind von vornherein vier Fälle möglich: 1. die Gleichung hat 
keine Wurzeln^ 2. die beiden Wurzeln der Gleichung Hegen zwischen 
m und m\ 3. die Wurzeln der Gleichung sind beide größer als m und m\ 
4. die beiden Wurzeln sind kleiner als m und m\ Unterscheide zwischen 
diesen vier Fällen nach dem Vorbilde der Diskusion in Nr. 198. 
486. Diskutiere die Gleichung: 

(X + 8) sin'a; — 4(i + 1) sin a; + 2X = 0. 

Benutze die vorhergehende Aufgabe ; dabei iB\,m=^ — 1 , m'= 1 anzunehmen. 

Borel-Stäokel, Die Elemente der Mathematik I 23 
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437. Löse die Gleichnng yierten Grades: 

Wird x* = y gesetzt, so ergibt sieb eine Gleichnng zweiten Grades in y, 
die zwei Wurzeln y' nnd y'' haben kann; sind diese beiden Wurzeln 
positiv, so hat die vorgelegte Gleichnng die vier Wurzeln + Yy\ — Vv'f 

+yjr, -yjr- 

488. Löse die Gleichungen: 

rc*— 18a;* + 36 = 0, 
a;* — 4a;* + 4 = 0, 
Ä*— 6ic* + 5«0, 
o;* — 4aj*+3 = 0, 
aj* + 2a;* — 3 = 0, 
2a;* + öx* — 7 = 0, 
aj* — a;*+l = 0, 
a:* + 3a;*+l==0. 

489. Leite aus Lehrsatz 72 in Nr. 180 die Anzahl der Wurzeln der 
Gleichung ax* + 6a;* + c = her. 

440. Diskutiere die Gleichung: 

(1 + i) cos * a; — 3 X cos* a; + 1 = . 

Bestimme die Werte von cos x far X = 1. 

441. Bestimme a, 6, c derart, daß die Parabel 

y s= ax^ -\-'bx-\'C 
durch die drei Punkte J., JB, C mit folgenden Koordinaten geht: 

A\ a; = 3 y = 4 

B: a;=l y = 

(7: a; = — 6 y = 2. 
Zeichne die Parabel mit dem Zentimeter als Längeneinheit 
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Aufgaben zweiten Grades 

201. Erklärung. Unter Aufgaben zweiten Grades Ter- 
steht man Aufgaben^ deren Lösung sich auf die Lösung von 
Gleichungen zweiten Grades mit einer Unbekannten (und außer- 
dem von Gleichungen ersten Grades mit einer oder mehreren 
Unbekannten) zurückführen läßt. Wir betrachten hier nur Auf- 
gaben, für die die Lösung einer einzigen Gleichung zweiten 
Grades mit einer Unbekannten genügt. 

Bei dieser Erklärung möge man sich die Bemerkungen 
ins Gedächtnis zurückrufen, die wir über die Aufgaben ersten 
Grades gemacht haben (Nr. 153). 

202. Ansatz der Aufgaben. Diskussion. Was den 
Ansatz der Aufgaben betrifft, so haben wir dem, was wir 
darüber bei den Aufgaben ersten Grades gesagt haben, nichts 
hinzuzufügen; dagegen müssen wir über die Diskussion einige 
neue Bemerkungen machen. 

Es bieten sich nämlich jetzt drei Umstände dar, die bei 
den Aufgaben ersten Grades niemals auftraten: 

1. es braucht keine Wurzeln zu geben^ 

2. wenn es zwei Wurzeln gibt, so sind die folgenden 

Fälle zu unterscheiden: 

a) nur die eine Wurzel genügt der Aufgabe; 

b) die beiden Wurzeln liefern zwei verschiedene Lö- 
sungen der Aufgabe; 

c) obgleich die beiden Wurzeln verschieden sind, führen 
sie doch zu derselben Lösung der Aufgabe, 

d) keine der beiden Wurzeln liefert eine Lösung der 
Aufgabe. 

3. endlich kann eine Doppelwurzel vorhanden sein; wir 

werden sehen (Aufgabe IV), welche große Bedeutung 

dieser Umstand haben kann. 

23* 
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Bei der Diskassion der Aufgaben ersten Grades konnte es 
vorkommen^ daß die Lösung aufhörte, Yorhanden zu sein, in- 
dem sie unendlich oder unbestimmt wurde. Dies trat ein^ wenn 

in der Gleichung: 

ax + b ^0 

der Koeffizient a Null wurde. Wenn nun in der Gleichung 

zweiten Grades: 

ax^+ hx + c^O 

der Koeffizient a gleich Null wird, ohne daß b gleich Null ist, 
so erniedrigt sich die Gleichung auf den ersten Grad und besitzt 

nur noch die eine Wurzel -y- ; die verschwundene Wurzel ist un- 
endlich groß geworden. Wenn femer die beiden Koeffizienten 
a und h gleich Null sind, ohne daß c verschwindet, so ist die 
Gleichung für keinen endlichen Wert von x erfüllt; sie hat also 
siwei unendlich große Wurzeln, oder, wenn man will, eine un- 
endlich große Doppelwurzel. Wenn endlich a, 6, c alle drei 
gleich Null sind, so ist die Gleichung für jedes beliebige x 
erfüUt; ihre Wurzeln sind also unbestimmt (vgl. Nr. 188). 

203. Einfache Beispiele von Aufgaben zweiten 
Grades. Aufgabe I. Die Seiten eines Bechtecks sind 4 m und 
7 m lang. Um welche Länge muß man die eine vermehren tmd 
die andere vermindern, damit der Flächeninhait ä4 gm tvird? 

Die gesuchte Länge betrage x m. Ist x positiv^ so hat 
man die eine Seite, die ursprünglich gleich 4 m war, verlängert 
und die andere, die ursprünglich gleich 7 m war, verkürzt. Ist 
aber x negativ, so ist das Gegenteil der Fall. In jedem Falle 
ist aber die erste Seite (4 + a?)m und die zweite Seite (7 + x)m. 
lang. Der Flächeninhalt eines Bechtecks, in Quadratmetern 
ausgedrückt, ist gleich dem Produkt der in Metern ausge- 
drückten Seitenlängen. Folglich ist: 

(4 + x) {l-x) = 24, 
d.h. 

ru» — 3a;-4 = 0. 

Hieraus ergibt sich: 
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und die beiden Wurzeln werden: 

Die erste Wurzel liefert die Seitenlängen 4 + 4 und 7 — 4, d. h. 8 
und 3, und die zweite Wurzel die Seitenlängen 4 — 1 und 7 + 1 , 
d. h. 3 und 8. Es ergeben sich also zwei Lösungen der vorgelegten 
Aufgabe. Diese Lösungen führen jedoch zu zwei kongruenten 
Rechtecken^ denn die Seiten sind nur vertauscht worden. Daß 
man nur ein Rechteck erhält, ließ sich voraussehen. Wenn 
nämlich die eine Seite um eine gewisse Länge verkürzt und 
die andere um dieselbe Länge verlängert wird, so bleibt ihre 
Summe, also auch der Umfang des Rechtecks ungeändert. 
Mithin handelt es sich darum, ein Rechteck zu finden, von 
dem der Flächeninhalt und der Umfang bekannt ist. Wir 
woUen jetzt diese Aufgabe behandeln und zeigen, daß es wirk- 
lich nur ein einziges Rechteck gibt, das der Aufgabe genügt. 

Aufgabe II. Wie lang sind die Seiten eines Becktecks, 
dessen Flächeninhalt 30 qm und dessen Umfang 22 m beträgt? 

Die Seiten des Rechtecks seien x'm und x"m laug. Dann 

ist sein Umfang (2x' + 2 a;") m und sein Flächeninhalt x'x'' qm. 

Folglich wird: 

x' + x''^ll, 

xx" - 30. 

Es soUen also zwei Zahlen gefanden werden, deren Summe 
und deren Produkt bekannt ist. Dadurch kennen wir aber die 
Koeffizienten der Gleichung zweiten Grades, die x und x" zu 
Wurzeln hat. Diese Gleichung ist allgemein (Nr. 184): 

x^ - (x' ^ x')x ^ x' x" ^Q, 

also im vorliegenden Falle: 

a?2-lla; + 30==0. 

Durch Auflösung dieser Gleichung erhalten wir: 
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die beiden Wurzeln sind also 5 und 6. Folglicli ist entweder 

X ^ 5, a?"= 6 
oder: 

a?'= 6, a;"= 5. 

Man hat mithin zwei Lösungen; diesen beiden Lösungen ent- 
sprechen jedoch zwei kongruente Rechtecke, deren Seiten nur 
vertauscht sind. 

Aufgabe m. Zwei Zahlen 0u finden, deren Differenz 3 
und deren ProduM 40 ist 

Wir können diese Aufgabe auf ähnliche Art lösen wie die 
vorhergehende. Die Differenz zweier Zahlen ist nämlich gleich der 
Summe der ersten Zahl und der Zahl, die der zweiten ent^ 
gegengesetzt ist. Wir werden so darauf geführt, die erste Zahl 
mit x' und die zweite mit — rc" zu bezeichnen. Ihre Differenz 
ist dann x' + x' und ihr Produkt — x'x'\ Durch diese Über- 
legung ergeben sich die beiden Gleichungen: 

x'+x'=3, 

xx" « - 40. 

Polglich sind x' und od' die Wurzeln der Gleichung: 

a;^ - 3a; - 40 = 0^. 
Hieraus ergibt sich: 



._i±y|r^_i±]/55!_l± 
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die beiden Wurzeln sind also: 

a?'=8, x" 5. 

Die beiden gesuchten Zahlen x' und — x' sind daher gleich 
8 und 5. Man hätte aber auch setzen dürfen: 

Dann sind die beiden gesuchten Zahlen — 5 und — 8. Diese 
Lösung ist von der ersten verschieden; folglich hat die Aufgabe 
zwei Lösungen. 

Aufgabe IV. J5m Bechteck zu bestimmen, hei dem der 
Umfang 4 a em und der Flächeninhalt gleich dem eines Quadrats 
mit der Seite d cm ist. 
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Die Seiten des Rechtecks seien x' cm und x' cm lang. 
Dann ist: 

sodaß X und x" die Wurzeln der Gleichung 

x^ — 2ax + rf^ « 
sind. Hieraus folgt: 

DiskiLSfidon. Damit die Formel einen Sinn hat^ muß 
a^ — d* ^ sein, d. h. a* ^ cP. Da die Zahlen a und d 
positiv sind, so ist diese Bedingung gleichbedeutend mit der 
einfacheren: a ^ (2; denn das Quadrat einer positiven Zahl ist 
um so großer, je größer diese Zahl selbst ist. Die Aufgabe 
ist daher nur möglich, wenn der Umfang des gesuchten Recht- 
ecks größer ist als der Umfang des gegebenen Quadrats, oder 
ihm gleich. 

Ist der Umfang des Rechtecks gleich dem Umfang des 
Quadrats, so wird x' = a;" = J, d. h. eine Lösung wird durch 
das Quadrat selbst geliefert, wie vorauszusehen war, und sie 
ist die einzige. Die Gleichung zweiten Grades hat dann eine 
Doppdwurzd. Man kann sagen, daß dieser Wurzel eine doppelte 
Lösung entspricht. Ist nämlich a größer als df so gibt es zwei 
Rechtecke, die der Aufgabe genügen; das eine mit der Grund- 
seite x' cm und der Höhe x'' cm, und das andere mit der 
Grundseite a?"cm und der Höhe rc'cm; diese beiden Rechtecke 
sind übrigens kongruent. Wird nun x' gleich x'\ so wird jedes 
dieser Rechtecke zu einem Quadrat, r&id das Quadrat erscheint 
somit als doppelte Lösung. 

Diese doppelte Lösung hat eine sehr wichtige Eigenschaft, 
die doppelten Lösungen häufig zukommt: sie gibt das Recht- 
eck, dessen Umfang unter allen Rechtecken von gleichem 
Inhalt der kleinste ist. Aus der vorhergehenden Erörterung 
geht nämlich hervor, daß der Umfang, ^ wenn der Inhalt ge- 
geben ist, nicht kleiner sein kann als 4ä cm; denn wenn a<Cd 
ist, gibt es für die gestellte Aufgabe keine Lösung mehr; folg- 
lich ist der kleinste Wert von 4 a gleich 4d] er liefert den Um- 
fang des Quadrats. 
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Man kann sich auch auf einen anderen Standpunkt stellen^ 
indem man a als fest und d als veränderlich betrachtet. Dann 
muß d kleiner oder höchstens gleich a sein^ und jetzt ist a der 
größte Wertj d. h. unter allen Rechtecken von gleichem Um- 
fang 4 a cm hat den größten Flächeninhalt das Quadrat mit der 
Seite a cm. 

Wenn zum Beispiel einem Gutsbesitzer eine Einzäunung 
aus Eisendraht von bestimmter Länge zur Yerfclgung steht; 
und er diese benutzen wiU, um ein möglichst großes recht- 
eckiges Feld einzugrenzen^ so muß er diesem Felde die Form 
eines Quadrats geben. 

204. An^g^ben iwelten Orades, bei denen die 
Eigenschaften des Trinoms in der Diskussion benutzt 

werden. Aufgabe V. 
Ein Dreieck und ein 
Quadrat haben ihre 
Grundseiten auf ein 
und derselben Geraden 
D. Zu dieser Geraden 
soll eine Parailele D' 
so gezogen werden, daß 
die Summe der Flächen- 
inhalte der Teile des Dreiecks und des Quadrats, die von der 
Geraden D' abgeschnitten werden und die jenseits dieser Pa- 
rallelen liegen, gleich dem Flächeninhalt des Dreiecks ist. 

Es seien Ä, B, C die Ecken des Dreiecks, und M, N, P, Q 
die Ecken des Quadrates (Fig. 48), AH eine Höhe des Drei- 
ecks, P; Q\ B\ C\ H' die Schnittpunkte von D' mit MP, 
NQy AB, AC, AH. Es sei, gemessen in Zentimetern: 

PC = acm; ^IT^Äcm; PQ^MP^bcm. 

Wir wählen den Abstand der beiden Parallelen D und D' 
zur Unbekannten x, es sei also, gemessen in Zentimetern: 

pr=. QQ'^HH'^x cm. 

Der Flächeninhalt des Dreiecks ABC ist -^ ah qcm. Das 

Verhältnis der Flächeninhalte der ähnlichen Dreiecke ÄB'C 
und ABC ist gleich dem Verhältnis der Quadrate ihrer Höhen, 
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d. h. gleich 7", $ mithin ist der Inhalt des Dreiecks ÄB'C 
gleich 

y afe ^ ^» qcm. 

Femer ist der Flächeninhalt des Rechtecks MNQ'P' offenbar 
gleich b(h — x) qcm. Folglich lautet die Gleichung der Aufgabe: 

Y ab ^^^^ + b(b-x)^j ah, 

oder wenn die Nenner durch Multiplikation mit 2 h wegge- 
schafft werden: 

a(h - xy + 2hb(b - a?) - ah^. 

Mithin führt die Aufgabe auf die Gleichung zweiten Grades: 

(1) ax^ - 2h(a + b)x + 2hV - 0. 

Damit diese Gleichung Wurzeln hat, muß ihre Diskrimi- 
nante D positiv sein: 

B = h\a + ly - 2ahl^ > 0. 

Ordnen wir nach 6, so ergibt sich: 

h\h^ - 2ah) + 2h^ab + a^h^ > 0. 

Da h positiv ist, so dürfen wir dadurch dividieren, ohne 
den Sinn der Ungleichheit zu ändern (Nr. 147), und erhalten: 

(2) b\h - 2a) + 2ahb + a^h > 0. 

Um diese Ungleichheit zweiten Grades in b zu lösen, ist 
es nützlich, die Diskriminante D' ihrer linken Seite zu be- 
rechnen. Man findet: 

U = a^h^ - a^hQi - 2a) = 2a»Ä. 

Die Diskriminante D' ist stets positiv, da a und h beide 
positiv sind. Folglich hat die Gleichung: 

stets zwei verschiedene Wurzeln V und 5". 

Ist nun: 

Ä — 2a>0, 

so sind diese Wurzeln beide negativ (Nr. 186). Die Ungleich- 
heit (2) ist daher sicher erfüllt, wenn b positiv ist, und das 
ist wegen der geometrischen Bedeutung von b der Fall. 
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Ist dagegen: 

Ä~2a<0, 

80 ist die eine der beiden Wurzeln etwa &', negativ und die 
andere, 6", positiv; in diesem Falle muß D, damit die Un- 
gleicliheit (2) erfüllt ist, das entgegengesetzte Vorzeichen haben 
wie sein erstes Glied, und daher: 

V<1< V 
sein oder, da 6 positiv ist: 

< 6 < V\ 
Wir fassen zusammen. Ist: 

so hat die Gleichung (1) für jedes beliebige h Wurzeln; ist 
dagegen h < 2a, so hat die Gleichung (1) nur dann Wurzeln, 
wenn 

ist, d. h. wenn die Bedingung: 



^^ 2a — Ä 
erfüllt ist. 

Anmerkung. Man hätte die Ungleichheit D > statt 
nach h auch nach h auflösen können. Das könnte einfacher 
erscheinen; denn nach Division durch h ist die Ungleichheit 
vom ersten Grade in h und aus ihr folgt: 

I. ^ 2a6« 

Wenn man aber jetzt die Werte von 6 bestimmen wollte, für 
die diese Ungleichheit stattfindet, so müßte man einen Bruch 
untersuchen, bei dem Zähler und Nenner beide vom zweiten 
Grade in h sind, und das haben wir noch nicht gelernt. 

Diskussion. Wir hatten die Bedingungen für das Vor- 
handensein von Wurzeln der Gleichung (1) aufgestellt. Jetzt ist 
zu untersuchen, ob die Wurzeln, wenn solche vorhanden sind, 
wirklich der gestellten geometrisiehen Aufgabe Genüge leisten. 
Als wir die Gleichung für die Aufgabe aufstellten, haben wir 
ohne weiteres angenommen (Fig. 48), daß x positiv, kleiner als 
h und kleiner als h sei. Wir woUen, um uns nicht ins End^ 
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lose zu yerlieren^ die Frage beiseite lassen, zu welchen mit der 
vorliegenden Aufgabe verwandten Aufgaben die Werte von x 
fahren^ die nicbt zwischen diesen Grenzen liegen^ und hier nur 
untersuchen, wie viele Wurzeln die Gleichung (1) besitzt, die 
größer als und gleichzeitig kleiner als b und h sind. Dazu 
bezeichnen wir die linke Seite von (1) mit f(x). Dann ist: 

f(0) = 2hb^, 

f(h) « ah^ - 2h(a + b)b + 2hb^ = ab(b - 2h), 

f(h) = aÄ« - 2h(a + b)h + 2hb^ - Ä(26« - 2bh - ah). 

1. Wir wollen zunächst b <ih annehmen. Dann muß, da- 
mit die Aufgabe eine Lösung hat, x zwischen und b liegen. 
Nun ist aber f{0) positiv und f(b) negativ. Folglich gibt es 
eine und mar eine Lösung der Aufgäbe. 

2. Es sei jetzt b>h. Dann muß, damit die Aufgabe eine 
Lösung hat, x zwischen imd h liegen. 

Um zu untersuchen, ob die Gleichung f{x) = für Werte 
von x zwischen und h erfüllt ist, betrachten wir f{0) und 
f(h). Da f{0) = 2Ä6* positiv ist, so kommt es auf das Vor- 
zeichen von f(h) an. Wird zur Abkürzung: 

F(b) = 26« - 2bh - ah 
gesetzt, so ist 

Damit also f(h) > ist, ist es notwendig und hinreichend, daß 
F(b) positiv ist. Nun ist aber: 

F(h) = - aÄ < 0. 

Mithin hat F(b) eine Wurzel b^, die größer ist als Ä, nämlich 



h- 
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Jetzt sind zwei Fälle zu unterscheiden. Liegt erstens b 
zwischen h und 6^, so ist f{K) negativ. Folglich gibt es eine 
und nu/r eine Wwrzd x, die zwischen und h liegt, wnd daher 
eine Lösung der Aufgabe. 

Ist aber zweitens b größer als ft^, so sind /"(O) und fQi) 
beide positiv, und wir sind nicht sicher, ob es Wurzeln der 
Gleichung f{x) = gibt. Wir müssen daher voraussetzen, daß 
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die Bedingungen erfüllt seien, die wir vorliin daf&r gefunden 
haben^ daß D positiv ist. Wenn aber diese Bedingungen erfüllt 
sind, können wir sicher sein, daß eine der folgenden drei MogUch- 
keiten eintritt, daß nämlicb entweder beide Wurzeln kleiner als 
sind, oder beide zwischen und h liegen, oder endlicb beide größer 
sind als %. Welche dieser drei Möglichkeiten eintritt, läßt sich 
aber entscheiden, indem man und h mit der halben Summe 

der beiden Wurzeln vergleicht, die gleich ' ist. Nun 

ist aber diese halbe Summe, da a und h ebenso wie h positiv 
sind, offenbar größer als hj mithin sind die beiden Wurzeln 
größer als Ä, und es gibt daher Iceine Lösung der gestdUen Aufgabe, 
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Damit die gestellte geometrische Aufgabe eine Lösung hat, 
ist es also notwendig xmd hinreichend, daß 



^<— -^v^ — 

ist; diese Lösung ist übrigens die einzige. 

Eine einfache geometrische Überlegung bestätigt dieses 
Ergebnis. Der Wortlaut der Aufgabe besagt (Fig. 48), daß 
die Flächen MNP'Q' und BCG'B' gleich sind. Wenn nun 
X von Null an wächst, so nimmt der Flächeninhalt MN'P Q' 
von V an ab, und der Flächeninhalt BCCS wächst von NuU 
an. Diese beiden Flächeninhalte können also höchstens für eine 
einzige Lage von D' einander gleich werden, und es wird auch 
stets eine solche Lage geben, wofern nicht die Fläche MNQ'P^^ 
wenn die Gerade D' durch die Spitze Ä des Dreiecks geht 
(und das ist die äußerste Lage, die sie einnehmen kann), 
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immer noch größer ist als BCG'B', das sich für diese be- 
sondere Lage von D' in ABC verwandelt (Fig. 49). Diese 
Bedingung läßt sich aber durch die Ungleichheit ausdrücken: 

aus der; da a und h positiv sind^ durch Auflösung nach b: 
folgt. Ist im besonderen 



^~ 2 ' 

80 wird die Lösung von der Geraden D' geliefert, die durch 
den Punkt Ä geht, und es ist x =^h. 

205. Beispiel der DiBkussion einer trigonometri- 
schen Aufgabe. JEs sei ABC ein rechtwinkliges Dreieck und D 
die Projektion des Scheitels A des rechten WinJcds auf clie Hypo- 
tenuse BC. Berechne den Wmkel AGB^y, wenn zuoischen 
den Längen CA, CD, OB die Gleichwng 

CD + nCA+pCB^O 

hestehty wobei n und p gegebene positive oder negative Zählen sind. 

Da 

CA = CB cosy 
und 

' CD = C^ cos y = CS cos V 

ist, so lautet die Gleichung der Aufgabe: 

(1) cos y^+ ncosy +p ==0, 

oder wenn 

(2) coay = x 
gesetzt wird: 

(3) x^ + nx+p^O. 

SoU eine Wurzel von (3) der Aufgabe genügen, so muß sie 
zwischen und 1 liegen; denn cosy ist, da der Winkel y 
spitz ist, positiv. 

Damit die Gleichung (3) Wurzeln hat, muß 

n^— 4jp>0 
sein. Wird nun 

f{x) ^^ x^ + nx + p 
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gesetzt^ so ist 

Die halbe Summe der Wurzeln ist — y ' ^^® ^^* negativ, 
liegt zwischen und 1 oder ist größer als 1, je nachdem n 
positiv ist, zwischen und — 2 liegt oder kleiner als — 2 ist. 
Nunmehr wollen wir nach und nach die notwendigen und 
hinreichenden Bedingungen dafür ermitteln, daß die gestellte 
Aufgabe zwei Lösungen, eine Lösung oder keine Lösung besitzt. 

1. Damit zwei Lösungen vorhanden sind, müssen gleich- 
zeitig die Ungleichheiten bestehen: 

(a) w2-4/)>0, 
(b)/-(0)-i)>0, 

(c) /•(l)«l + w + i)>0, 

(d) — 2 < w < 0. 

Die Ungleichheit (a) besagt, daß die Gleichung (3) zwei 
Wurzeln besitzt. Die Ungleichheit (b) bewirkt, daß diese beiden 
Wurzeln dasselbe Vorzeichen haben, die Ungleichheit (c), daß 
sie beide entweder > 1 oder < 1 sind, und durch die Ungleich- 
heit (d) wird endlich die zweite Möglichkeit ausgeschieden und 
erreicht, daß die beiden Wurzeln, wie es die Aufgabe verlangt, 
positive echte Brüche sind. 

Wenn die vorhergehenden Ungleichheiten nach n aufgelöst 
werden, so ergibt sich, daß 

entweder: w< — 2]/^^ 

oder: w > 2 l/j? 

sein muß. Da aber nur die erste Möglichkeit mit der Un- 
heit n<0 verträglich ist, so muß: 

w<-2V^, 

w> — 2 

sein; die Ungleichheit w < braucht nicht hingeschrieben 
zu werden. Man hat nun zu untersuchen, für welche Werte 
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von p diese Ungleichheiten verträglich, nicht vertraglich oder 
überbestimmt sind. 

Ist p größer als 1, so i&t —p — 1 kleiner als — 2, und 
man braucht nur die Ungleichheit w > — 2 beizubehalten, die 
w > — 2> -- 1 zur Folge hat; liegt aber p zwischen und 1, 
so ist — j) — 1 größer als — 2, und jetzt hat man umgekehrt 
die Ungleichheit w > — ^ — 1 beizubehalten, die w > — 2 zur 
Folge hat. 

Wenn p größer ist als 1, so ist — 2 Yp kleiner als — 2, 
und n kann nicht gleichzeitig kleiner als — 2 Yp und größer 
als — 2 sein. Man muß also annehmen: 



(4) 



fO<i)<l, 

— p— 1 <w< — 2i/p. 

Die beiden Ungleichheiten sind mit einander verträglich, 
weil offenbar: 

-i)-l<-2>^ 

ist; diese Ungleichheit kommt nämlich hinaus auf die fol- 
gende: 

l)-2]/^+l>0, 
oder auf: 

{Vp-iy>o. 

Das Bestehen der Bedingungen (4) ist notwendig und hin- 
reichend dafür, daß die Aufgabe zwei Lösungen hat. 

2. Damit eine einzige Lösung vorhanden ist, ist es not- 
wendig und hinreichend, daß /(O) und f{\) entgegengesetzte 
Vorzeichen haben, d. h. daß 

p{\ + n+p)<0 

ist. Diese Ungleichung erfordert, daß entweder: 

(h\ [ ^^^' 

oder: 

rß^ I ^^^' 

^^ \l+n+p>0 

ist. Dies sind die Fälle, in denen es eine Lösung gibt, in den 
anderen FäUen gibt es keine Lösung. 
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Die Ergebnisse der Diskussion lassen sich in folgender 
Tabelle zusammenfassen: 



j»<0 


n<— p — 1 


keine Ldsisng 


n> — p — 1 


eine Lösung 


0<P<1 


n<; — p — 1 


keine Lösung 


-i)-l<n<-2|/p 


zwei Lösungen 


— 2|/p'<w 


eine Lösung 


P>1 


n> — p — 1 


keine Lösnng 


n<— _p — 1 


eine Lösung 



Wir überlassen es dem Leser, die Orenzfalle zu behandeln, 
in denen statt der Ungleichheiten an gewissen Stellen Gleich- 
heiten auftreten. 



Aufgaben zu Kapitel XYIII 

442. Ein Feld hat die Gestalt eines Quadrates. Wie groß ist die 
Seite des Quadrats, wenn man durch Hinzufiigung von 2 m zu der einen 
Seite und durch Wegnahme von 10 m von der anderen Seite ein Recht- 
eck erhält^ dessen Flächeninhalt 88 Ar beträgt? Diskussion. 

443. Gegeben ist ein rechtwinkliges Dreieck, dessen Katheten die 
Längen 3 m und 4 m (5 m und 12 m) haben. Bestimme auf der Hypo- 
tenuse einen Punkt, dessen Abstand vom Scheitel des rechten Winkels 
2 m (3 m) beträgt. Als Unbekannte x ist der Abstand des gesuchten 
Punktes von der Ecke des Dreiecks zu nehmen, die der Seite von 3 m 
(6 m) Länge gegenüberliegt? 

444. Suche die Katheten eines rechtwinkligen Dreiecks, dessen Hypo- 
tenuse gleich 13 m und dessen Flächeninhalt gleich 30 qm ist? 

446. Welchen Wert muß man der Größe t geben, damit das System : 

(3 + Qa; + 4y==6 — 3^ 

2x+ (6 + t)y = 8 

unmöglich oder unbestimmt ist? 

446. Gegeben sind eine Gerade und zwei Punkte J^ und F\ die 
beide auf derselben Seite dieser Geraden liegen. Suche auf der Geraden 
einen Punkt itf, für den 

MF+MF'^2acm 

wird; a ist gegeben. Diskussion. 
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Man bezeichne die Projektionen von J^ und F' auf die gegebene 
Gerade mit P und P' und setze: 

J^'P^dcm, F'P'^ci'cm, PP'= 2c cm, Pilf = a;cm. 

447. Gegeben ist ein Dreieck ABC. Teile es durch eine Parallele 
zur Seite BC in zwei Teile, sodaß das Verhältnis der Flächeninhalte 
dieser beiden Teile gleich einer gegebenen Zahl m ist. Diskussion. 

448. Gegeben sind zwei rechtwinklige Durchmesser AB und CD, 
eines Kreises. Durch den Punkt A zieht man eine Sekante, die mit 
AB einen Winkel g> bildet. Diese Sekante trifiPt CD in einem Punkt P 
und den Kreis (außer in A) in einem Punkt Q . Bestimme den Winkel 
9 so, daß PQ ^= a cm ist. Diskussion. 

449. Gegeben ist ein Kreis mit dem Mittelpunkt 0, ein Punkt A 
dieses Ejreises und eine Gerade D. Ziehe durch A eine Gerade, für 
die, wenn durch P ihr Schnittpunkt mit D und durch Q ihr Schnitt- 
punkt mit dem Kreis bezeichnet wird, die Gleichung gilt: 

AP^mAQ] 

tn ist eine gegebene Zahl. Bezeichne mit C den Schnittpunkt von OA 
mit der Geraden Z>, mit a den Winkel von AO mit D, mit B die Maß- 
zahl AO, mit a die Maßzahl yonAC und mit x den (unbekannten) Winkel 
von APQ mit AO, 

450. In einer Gesellschaft von 14 Personen, Männern und Frauen, 
haben die Männer imd die Frauen zusammen je 24 JC ausgegeben. 
Jeder Mann hat 1 «/^ mehr ausgegeben als jede Frau. Aus wieviel 
Männern und wieviel Frauen setzte sich die Gesellschaft zusammen? 

451. Jemand hat eine gewisse Zahl zu 4 zu addieren, femer die- 
selbe Zahl von 9 zu subtrahieren und schließlich die beiden so erhaltenen 
Zahlen miteinander zu multiplizieren. Er verrechnet sich, addiert die 
gegebene Zahl zu 9, zieht 4 von ihr ab und multipliziert die beiden so er- 
haltenen Zahlen. Trotzdem findet er das richtige Ergebnis. Welches 
war die gegebene Zahl? 

452. Eine gewisse Anzahl von Einmarkstücken kann zu einem 
Quadrat zusammengelegt werden, wobei jede Seite des Quadrates 
51 Stücke enthält. Würde dieselbe Anzahl von Stücken zu zwei Qua- 
draten zusammengelegt werden, so würde die Seite des einen dieser 
Quadrate 21 Stücke mehr enthalten als die Seite des anderen. Wie- 
viel Stücke enthalten die Seiten eines jeden der beiden Quadrate? 

458. Zwei Körper bewegen sich von den Punkten A und B aus 
in gerader Linie gegeneinander und treffen sich nach Verlauf von 
32 Sekunden. Der eine Körper braucht 48 Sekunden mehr als der 
andere, um die Entfernung von A nach B zu durchlaufen. Wieviel Zeit 
braucht jeder Körper^ um diese Entfernung zu durchlaufen? 

454. Ein Schiff braucht 4 Stunden 12 Minuten, um auf einem 
Flusse 12 Kilometer stromabwärts und wieder stromaufwärts zu fahren. 
Die Geschwindigkeit des Stromes beträgt 3 km in der Stunde. Mit 
welcher Geschwindigkeit fährt das Schiff? 

Borel-Stäckel, Die Elemente der Mathematik I 24 
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456. Zwei Männer marschieren gleichzeitig vom Punkte A nach 
dem Punkte B, der 20 Kilometer yon A entfernt ist. Der eine legt in 
der Stunde 1 km mehr zurück als der andere und kommt 1 Stunde 
früher in B an. Wie groß sind ihre Geschwindigkeiten? 

456. In einem Rechteck, dessen Seiten a cm und h cm betragen, ist 
ein zweites Rechteck gezeichnet. Die Seiten des inneren Rechtecks be- 
finden sich in gleichen Abständen yon denen des äußeren Rechtecks, 
und der Flächeninhalt des inneren Rechtecks ist gleich dem n^^ Teile 
des übrigbleibenden Flächeninhalts des äußeren Rechtecks. Bestimme 
die Längen der Seiten des inneren Rechtecks. Anwendung: 

457. Beschreibe in ein Dreieck ein Rechteck von gegebenem Flächen- 
inhalt. Diskussion. 

458. Beschreibe in eine Kugel einen Zylinder, dessen Mantelfläche 
einen gegebenen Inhalt hat. Diskussion. 

459. Gegeben sind zwei Gerade, die einen Winkel a bilden, und 
auf der einen von ihnen zwei Punkte A und B^ die in den Entfer- 
nimgen a cm und h cm von ihrem Schnittpunkte liegen. Bestimme auf 
der anderen Geraden einen solchen Punkt itf, daß der Winkel A MB 
gleich einem gegebenen Winkel a ist. Nimm OM 91% Unbekannte. Dis- 
kussion. 

460. Gegeben ist ein Halbkreis über dem Durchmesser AB. Es 
sei M ein Punkt dieses Halbkreises und P die Projektion von M 
auf AB, Bestimme den Abstand AP durch die Bedingung: 

AF^FM^mAB, 
wo m eine gegebene Zahl bedeutet. Diskussion. 



Kapitel XIX 

Untersuchung 

und graphische Darstellung des Verlaufs 

der homographischen Funktion 

I. Besondere Fälle 

206. ErMärnng. unter der homographischm Fanktion 
versteht man die Fanktion 

in der a, 1), a', V gegebene Eonstante bedeuten. Die homo- 
graphische Funktion umfaßt als besonderen Fall die lineare 
Funktion, in die sie für a' = übergeht. Wir werden daher 
Yoraussetzen, daß a' ^ ist; denn die lineare Funktion ist 
schon untersucht worden, und wir brauchen auf sie nicht 
zurückzukommen. 

Wir betrachten zunächst den besonderen Fall, daß 

a = J' =s 0, a = 6 « 1 

ist. Die Gleichung (1) geht dann in die Gleichung: 

1 

über. 

207. TJntersuohnng der Xnrve |/ » — • Bei der Funk- 
tion y = — hat y stets dasselbe Vorzeichen wie X] femer ist 

der absolute Wert von y um so größer, je kleiner der absolute 
Wert von x ist, und umgekehrt. 

Nach der Wahl einer Längeneinheit haben wir in der 
Figur 50 die folgenden Abszissen eingetragen: 

24* 
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OC 4, OB'^-2, OA' 1, Ojy=-Y, OK ~, 

ÖG = 4, OB ^2, ÖÄ=l, ÖD = ^, Oi: = ^. 
Die entsprechenden Ordinaten haben die Wert«: 

CF — \, WN-^-~, ÄfW — 1, Wq — 2, Wr — 4, 

CP = ~, BN=^, JK=1, DQ^2, er ^4. 

Verbindet man die Punkte P', N', M', ^, Ä' und ebenso 
die Punkte P. iV, 
Jf, q, B durch 
eine fortlaufende 
Linie, bo erhält 
man die beiden 
aus der Fignr er- 
sichtlichen Kur- 
reifste. Da die 
beiden Äste durch 
dieselbeßleichung 
erklärt werden, so 
sagt man, sie bil- 
den eine eineige 
Kurve; iieae hat 
den Namen Hy- 
perbd erhalten. 
' Wie die Parabel 

hat die Hyperbel 
wiendliche Aste, d. h. Äste, die sich unbegrenzt verlUngern 
lassen; bei der Ausführung der Zeichnung findet man nur eine 
Schranke in den Ausdehnungen des Papiers oder der Tafel, die 
man benutzt. 

Werden zum Beispiel der Abszisse x größere und größere 
positive Werte erteilt, so entfernt sich der Punkt C unbegrenzt 
nach rechts, und die Ordinate CF wird immer kleiner. Da sie 
aber stets positiv bleibt, so folgt, daß der so erhaltene unend- 
liche Ast sich der Achse Ox unbegrenzt nähert; man si^, er 
habe diese Achse zur Asffn^tote. 
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Erklibaing. Ein unendlicher Kurvenast heiß asymptotiaeh 
Bti einer Geraden, wen» der Abstand eines FunUes dieses Astes 
von der Geraden sich um so mehr der NuU nähert, je weiter 
sich der Punkt auf dem Aste entfernt. 

Ebenso sieht man, daß der Ast R Q' M' N' P", nach Iink8 
Terlängert, asymptotisch zu Ox ist, und daß die Äste BQMNP 
und B'Q'M'N'P asymptotisch au Oy sind. Wir können 
diese Eigenschaften 

auch aus den Be- 1^ 

merknngen fo^em, | i 

die wir sogleich Ober 
die Symmetrie der 
Hyperbel machen 
werden. 

208. Syiiiiiie- 
trlramtnun niul co 

SynuiMtiriA* 
aohsm. Wir be- 
trachten die Punkte 
N, Q, N', q der 

Hyperbel (Fig. 51), , 

deren Koordinaten | 

die folgenden Werte i 

haben: "•" 

N: x=ÖB-~SN =2 y = BN = ÖS - i 

Q; x=ÖI>~TQ ~\- y~DQ ^~ÖT = 2 

N': x~OS=WW 2 y = WW=ÖW y 

Q': x = öD-=rq' =-\ y^Wq-ör~-2. 

Wie man erkennt, ist ÖD — ÖS nnd ÖB—ÖT. Folg- 
lich sind die Vierecke 0DI8 nnd OBJT Quadrate nnd ebenso 
die Vierecke ODTS" und OffJ'T'. Hieraue folgt, daß die Punkte 
I, J, r, J' auf der Halbierenden des Winkels xOy, der ge- 
meinsamen Diagonale der Quadrate NIQJ und N'I'Q'J', liegen. 
Diese Gerade ZOT steht senkrecht auf der Mitte TOn NQ 
und N'^. Sie ist daher eine Symmetrieachse der Hyperbel; 
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die Punkte N und N' liegen symmetrisch zu Q und Q' in 
bezüg auf lOr. 

Der Punkt heißt Mittdpunkt der Hyperbel Jedem Punkte 
N der Hyperbel entspricht nämlich ein Punkt N', der zu ihm 
in bezug auf symmetrisch ist; dies geht sofort aus der Figur 
hervor. 

Endlich folgt aus dem Vorhandensein einer Symmetrie- 
achse und eines auf dieser Achse gelegenen Mittelpunktes das 

Vorhandensein einer 
2/ zweiten Symmetrie- 

achse FOF\ die auf 
der ersten senkrecht 
steht und durch den 
Mittelpunkt geht; sie 
ist die Halbierende 
der Nebenwinkel des 
Winkels xOy. Denn 
dasYiereckNQQ'ir, 
dessen Seiten NQ 
und IfQ' gleich und 
parallel und dessen 
Diagonalen gleich 
lang sind, ist ein 
Rechteck. Mithin ist 
FOr die Mittel- 
senkrechte von NQ' 
und N'Q. 

Wir haben somit das Vorhandensein eines Mittelpunktes 
und zweier rechtwinkliger Symmetrieachsen bewiesen. 

209. Verlauf der Kurve y ^^. Wir wollen zunächst 
den Fall betrachten, daß a = 6' = 0, a' = 1, 6 =• — 1 ist, so- 
daß die Gleichung gilt: 




B' 



Pig. 58 



y 



X 



Die Überlegungen sind den soeben angestellten ganz ähn- 
lich. Der einzige Unterschied besteht darin, daß y stets das 
entgegengesetzte Vorzeichen hat wie x, sodaß die Kurve statt 
in dem Winkel x Oy und seinem Scheitelwinkel in den beiden 
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anderen von den Achsen gebildeten Winkeln liegt (Fig. 52); 

der positiven Abszisse OÄ entspricht eine negative Ordinate 

ÄP, und der negativen Abszisse Off eine positive Ordinate 

ffQf. Was wir über die Asymptoten, den Mittelpunkt und 

die Symmetrieachsen gesagt haben, bleibt bestehen. 

Wir wollen nunmehr die Kurve behandeln, die sich bei 

der Annahme: 

a = 6' = 0, a' = 1, 6 = c 

ergibt und deren Gleichung 

c 

ist, wo c posüiv und von 1 verschieden sei. Dann darf c «» a* 
gesetzt werden, wo a » y^ positiv ist, und es ergibt sich als 
Gleichung der Kurve: 






wofür wir auch schreiben können: 



y 



a X 
a 



Die Kurve ist also identisch mit der Kurve: 

1 

wenn man diese mit einer Längeneinheit zeichnet, die a mal 

OL 

SO groß ist, als die Längeneinheit bei der Kurve y = — . Ist 

X 

zum Beispiel a == 10, so wird die Kurve: 

JL^ 1 

— X 
10 

mit dem Millimeter als Längeneinheit gezeichnet, mit der Kurve 

1 

identisch sein, wenn diese mit dem Zentimeter als Einheit ge- 
zeichnet wird. 

Wenn man die Kurve: 

c 
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zu zeichnen hat^ wo c negativ ist, so darf c = — a^ gesetzt 
werden, wobei a = )/— c wieder positiv ist. Dann wird 

a X ^ 

a 

und man erhalt eine Kurve, die bei passender Wahl der Langen- 
einheit mit der Kurve 

identisch ist. 

IL Allgemeiner Fall 

210. Vorbemerkiingen. Die homographische Funktion 
wurde durch die Gleichung: 

erklärt. Bringt man den Nenner weg und schafift sämtHche 
Glieder auf die linke Seite, so nimmt diese Gleichung die 
Form an: 
(2) a'xy + Vy-ax-l^O. 

Dies ist die allgemeine homographische Gleichung in zwei 
Veränderlichen x und y; so heißt eine Gleichung, die vom ersten 
Grade in bezug auf jede der Veränderlichen x und y ist. Sie 
ist jedoch im Allgemeinen nicht vom ersten Grade in bezug 
auf die Veränderlichen x und y zusammen; das gilt vielmehr 
nur, wenn a gleich Null ist. 

Umgekehrt hat jede homographische Gleichung in zwei 
Veränderlichen die Form: 

Axy + jBa; + (7j/ + 2) - 0. 

Man kann sie entweder nach y oder nach x auflösen und 

erhält so: 

Bx + B 



y«- 



x-= — 



Ax+C^ 
Cy + JD 



Ay + B • 

Man erkennt, daß x eine homographische Funktion von y, 
und umgekehrt y eine homographische Funktion von x ist. 
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Jedem Werte yon x entspricht, vorausgesetzt, daß die Quo- 
tienten einen Sinn haben, also ihre Nenner nicht verschwinden, 
ein und nur ein Wert von y, und umgekehrt jedem Wert von 
y ein und nur ein Wert von a?; man vergleiche jedoch später 
den singidären Fall (Nr. 215). 

Insbesondere ergibt die homographische Gleichung (2), 
die wir aus (1) abgeleitet haben: 

CS) j.^ -^y + ^ . 

^ ^ ay — a ' 

diese Gleichung wird für die Untersuchung der Gleichung (1) 
wichtig werden (Nr. 215). 

Wenn wir der Veränderlichen x in der Gleichung (1) zwei 
verschiedene Werte x^ und x^ erteilen und die entsprechenden 
Werte von y mit y^ und y^ bezeichnen, so erhalten wir die 
Gleichungen: 



Vi 



ax^ + &' ' 



ax^ + h 

Hieraus folgt durch Subtraktion: 

ax^ -}■ ^ ^^1 + ^ 

^ {ax^ + 5) {a'x^ + V) -- (aa?i -f &) (o^a;, + dQ 

(a a;, + &') («'aj^ + V) 

oder nach leichter Vereinfachung: 

(4) J/b - J/i == ^'*^' "" ^""'^ ^""^ "" ""'^ 



(a iCj + 6') (a a?! + &') * 

Man erkennt, daß das Vorzeichen von y^ — y^ von den 
Vorzeichen der vier Ausdrücke x^ — x^^ o!x^-\- V, a!x^ + V und 
a6' — 6 a abhängt. Wir werden bald auf die Folgerungen aus 
dieser wichtigen Formel zurückkommen. Für den Augenblick 
bemerken wir noch, daß aus: 

(5) ah' - 6a =« 

folgt: 

wofern nicht x^ oder x^ besondere Werte haben, für die der 
Nenner der Formel (4) gleichzeitig mit dem Zähler verschwindet. 
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Wenn die Gleichung (5) besteht, so sagt man, es liege ein 
sinffulärer Fall Tor, oder die gegebene homographische Glei- 
chung sei Singular. Wir wollen diesen FaU hier (msschließen 
und erst am Ende des Kapitels einige Worte über ihn sagen. 

Man darf übrigens die Ausdrücke singtdärer FaU und he^ 
sonderer FaU nicht verwechseln; denn mit diesen beiden Be- 
zeichnungen werden sehr verschiedene Vorstellungen verbunden. 
Jeder bestimmte Fall ist in gewissem Sinne ein besonderer, d. h. 
wenn man den Größen a, 6, a\ V Zahlenwerte erteilt, wie 12, 15, 
— 3, 7, so hat man einen hesonderen FaU der homographischen 
Funktion; jedoch sind, wie wir sehen werden, in diesen ver- 
schiedenen besonderen Fällen, wie auch in den besonderen 
FäUen, die wir bisher behandelt haben, die Eigenschaffcen der 
Funktion wie der darstellenden Kurve im Grunde genommen 
dieselben, und die eingehende Untersuchung eines dieser be- 
sonderen Fälle läßt sich genau so vornehmen wie die des all- 
gemeinen Falles; die darstellende Kurve ist nämlich, wie wir 
sehen werden, stets eine Hyperbel. 

Dagegen nennt man singtdär die Fälle, bei denen infolge 
einer besonderen Beziehung zwischen den Koeffizienten (hier 
der Gleichung a6' — 6a = 0) die Eigenschaften der Funktion 
stark verändert werden; wie wir sehen werden, wird bei der 
singulären homographischen Funktion das geometrische Bild 
nicht mehr durch eine Hyperbel geliefert. Man kann wieder 
unter der Gesamtheit der durch Gleichung (5) erklarten singu- 
lären Fälle der homographischen Funktion ebenso viele be- 
sondere FäUe unterscheiden, als es möglich ist, den a, b, a\ V 
besondere Zahlenwerte zu geben, die die Gleichung (5) erfüllen. 

211. ViiterBnohimg des VerlanflB der homogra- 
phischen Funktion. Die homographische Funktion: 

ax + h 

ist gleich dem Quotienten zweier linearer Funktionen. Bei der 
Untersuchung einer Funktion, die ein Quotient von zwei Poly- 
nomen ist, muß man zunächst sein Augenmerk auf den Wert 
oder die Werte der Veränderlichen richten, für die der Nenner 
gleich NuU ist, oder kürzer, auf die NuUstdlen des Nenners. 
Für diese Werte wird nämlich die Funktion im allgemeinen 
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iinendlicli, und das ist offenbar einer der bemerkenswertesten 
Umstände bei der Untersuchung ilires Verlaufs. 

In dem vorliegenden Falle versehwindet der Nenner, wenn 

a'x + 6' = 
ist, also für: 



Wir setzen: 



Qu — — f • 

a 



y _ , 
7-^; 



"bezeichnen also den Wert von a?, für den der Nenner von y 
verschwindet, mit x\ es gibt stets einen solchen Wert, da a 4= 
«ein sollte. Für x ^ x' ist der Zähler von Null verschieden; 
•denn wenn er für x^ x' verschwinden sollte, so müßte 

ax' + h^0 
sein, oder: 

- a -^ + 6 = 0, 

•oder endlich: 

aV — ha == 0, 

<i. h. die Funktion wäre singulä/r, was wir ausgeschlossen haben. 
JFolglich verschwindet für x^x' der Nenner von y, und da 
der Zähler nicht gleich Null ist, so wird y für x ^ x unend- 
lich. Man sagt x' sei ein Töl von y, denn es gilt die allge- 
meine Erklärung: 

Erklärung. Unter den Polen eines Bruches versteht man 
die Werte der Veränderlichen, für die der Bruch unendlich wirdy 
indem der Nenner fikr sie verschwindet, der Zahler aber von 
Null verschieden ist, 

Lehrsatz 76. Die nicht singulare homographische FunTction hat 

immer einen und nur einen Pol: — —* 

a 

Nunmehr kehren wir zu der Formel: 

X . V {ah' — ha) {x^ — oHj) 

W y« — ^1 == (a'iCj + 6') {a'x^ + 6') 

zurück. Wir nehmen zunächst an, es sei: 

X2^ X-^^ X , 
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In diesem Falle haben a'x^ + V und a'x^ + V beide das 
Vorzeichen von a\ d. h. beide dasselbe Vorzeichen. Ihr Pro- 
dukt ist also positiv. Nun ist nach Voraussetzung x^ — x^ eben- 
falls positiv. Folglich hat y^ — y^ das Vorzeichen von aV — ha'. 

Bei der Annahme: 

X-^ '^X^'^X j 

ergibt sich dieselbe Folgerung; denn dx^ + &' und a'iTg + 6 
haben beide das entgegengesetzte Vorzeichen wie a', sind also 
von gleichem Vorzeichen, und ihr Produkt ist wieder positiv. 
Es gilt daher der Lehrsatz: 

Lehrsatz 77. Wenn x wächst, aber dabei entweder immer 
größer als x\ oder imtner Meiner als x' bleibt, so ist die homo- 
graphische Funktion beständig wachsend oder beständig ab- 
nehmend, je nadidem aV — ba' positiv oder negativ ist 

Um den Verlauf der Funktion y vollständig zu unter- 
suchen, bleibt noch zu erörtern, was geschieht, wenn x unend- 
lich wird. Nun ist: 

ax-\-o X 

y " ax+h' 77^' 

a H 

X 

' h h' 

Wird X also größer imd größer, so werden — und — , ab- 

X X 

solut genommen, immer kleiner, imd y unterscheidet sich, 
immer weniger von — . Man sagt kurz, y sei für a; = oo gleich 

— . Das bedeutet, daß y sich um so weniger von — unterscheidet, 

je größer der absolute Wert von x ist. 

Wir besitzen nunmehr die nötigen Grundlagen, um den 
Verlauf der homographischen Funktion anzugeben, und können 
die nebenstehende Tabelle bilden, bei der wir zwei Fälle unter- 
scheiden, je nachdem aV — ba positiv oder negativ ist. 

Für den Wert x' ist y unendlich. Nun wächst y, wenn 
aV — ba' positiv ist. Wenn also x von einem Werte x^ aus, der 
kleiner ist als o?', bis x' wächst, so wird y durch positive Werte 
hindwrch unendlich. Da außerdem, wenn x übier x' hinausgeht^ 
y immer noch wächst und y dann absolut sehr große negative 
Werte hat, so muß eine Unstetigiceit vorliegen. Man sagt, daß 
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Tabelle 
wenn: 


) des Verlaufes der homographischen 
Funktion: 

ax-^-h 
^ a'x + b'' 


X 


— cx), wächst, x' = 7 wächst, + cx> 

eil 


y 


— r, wächst, CX), wächst, -y 


y 


— r , nimmt ab, oo , nimmt ab, —7 

Ob Ot 



y von + CX) nach — cx> springt^ wenn x wachsend durch den 
Wert X hindwrchgeht 

Wenn dagegen ah' ^ha' negativ ist, so springt y, wenn 
X wachsend durch den Wert x hindurchgeht, von — (x> bis 
+ 00. Dies wird durch die geometrische Darstellung noch deut- 
licher werden. 

212. Geometrische Darstellung. Es ist jetzt sehr leicht, 
den Verlauf der Funktion y geometrisch darzustellen, indem 
man zwei Fälle unterscheidet, je nachdem aV — ha positiv 
oder negativ ist (Fig. 53 imd 54). Wir nehmen auf Ox den 
Punkt A, dessen Abszisse x ist, und auf Oy den Punkt B, 



a 



dessen Ordinate — ist. Man erhält kleine Verschiedenheiten 



a 



in der Figur, je nachdem diese Größen positiv oder negativ sind. 
Wir können jedoch hier nicht aUe FäUe darstellen; der Leser 
wird sie in den Aufgaben finden. Wir ziehen PAF parallel 
zu Oy und M'BM parallel zu Ox. Diese Geraden schneiden 
sich in einem Pimkte C, Ist x absolut genommen sehr groß 

und negativ, so liegt der Wert von y sehr nahe bei -v- Folg- 

OL 

lieh nähert sich die Kurve unbegrenzt der Geraden MB\ sie 
ist asymptotisch zu ihr. Femer wissen wir, daß y je nach 
dem Vorzeichen von aV — ha' beständig wächst oder abnimmt. 
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Hieraus folgt, daß für negative x die Kurve bei positivem 
ab' — ba oberhalb der Asymptote und bei negativem ab' — ba 
unterhalb der Asymptote Jf'JB-Sf liegt, Wenn nun x von — oo bis 
x' wächst, fährt y fort, sich in demselben Sinne zu ändern. Für 
X = x' wird y unendlich, d. h. der zugehörige Kurvenpunkt 
nähert sich unbegrenzt der Asymptote PAP, Auf gleiche Weise 
verfährt man für die Werte von x, die zwischen x' und + oo liegen. 





!c M 


M' 


^(%) ^ 



cub'-b cC> 





Fig. 53 

213. Wir wollen die vorhergehenden Ergebnisse auf 
Zahlenbeispiele anwenden. Um Irrtümer zu vermeiden ist es 
nützlich, bei diesen Anwendungen das Vorzeichen von y für 
jeden Wert von x dadurch zu bestimmen, daß die Vorzeichen 
des Zählers und des Nenners bestimmt werden. Das ist nicht 
unbedingt erforderlich, da dievcyrhergdiendenBeiracfUungen bereits 
ausreichen und diese Bestimmung zur Folge haben. Wenn man 
jedoch auf mehrere Arten zu demselben Ergebnis gelangt, so 
schützt man sich gegen Rechen- oder Denkfehler. 

I. Es sei die Funktion zu untersuchen: 



2/== 



2a; — 8 

4a; — 1 
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Der Zähler verschwindet für x ^ -^^ er ist positiy für 
a? > Y ^iid negativ für ^ < y * ^^^ Nenner verschwindet für 
ir=-j; er ist positiv für x>-t^ und negativ für a? < -j- . 

2 1 

Für X = oo ist der Wert von y gleich -r ^ T ' ^®"^®r ist 




aV — ha = — 2 + 12 > 0. Somit können wir die folgende 
Tabelle bilden: 



X 


— (X> 


wachet — 


wächst 


3 
2 


wächst 


+ 00 


2x—S 


— CO 




— 





+ 


+ 00 




4a; — 1 


— oo 


— 


+ 


+ 


+ 


+ 00 


y 


+1 


+ +00 

wächst 


wächst 





+ 

wächst 


+^ 



Diese Tabelle enthält offenbar überflüssige Angaben^ woraus 
sich eine Prüfung ihrer Richtigkeit ergibt. Wenn zum Bei- 
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spiel y von dem Werte -^ ausgeht und wächst^ so muß es 

positiv sein^ wie es auch die Tahelle angibt usw. Auf Orund 
der Tabelle ist es leicht^ die geometrische Darstellung zu erhalten 

(Fig. 55); OA ist zur Längen- 
einheit genommen worden. 
IL Gegeben sei die 

Funktion: 

__ — 2a; + l 

^ Hier ändert der Zahler sein 

^ Vorzeichen für a; = -r-; ^^^ 
Nenner für a? = — 2, femer 
ist a&'— 6a'= — 4— 1 «—5 
negatiV; und y ist gleich -— 2 
für 0? = + cx). Wir haben 
Fig. 66 daher die folgende Tabelle: 





X 


— oo wachst — 2 


wächst 


1 
2 


wächst + oo 


— 2a; + l 


+ CX) + + 


+ 





— —CX) 


a: + 2 


1 

— cx) — 


+ 


+ 


+ +00 


y 


— 2 — + OO 
nimmt ab 


+ 

nimmt ab 





— —2 

nimmt ab 



Die graphische Darstellung läßt sich hieraus leicht ab- 
leiten (Fig. 56); OA ist zur Längeneinheit genommen worden. 

214. Verlegung des Anfongspiinktes. Die Kurve: 

/i\ ax + h 

läßt sich einfacher zeichnen, wenn, ähnlich wie bei der Parabel, 
eine Verlegung des Anfangspunktes vorgenommen wird. 
Es ist nämlich: 



a ax-\-h a 



ba — ah' 



a 



und: 



a'x + b' a aia'x+b')^ 



ax + 6' = ö'(a? + -r 1 = a(x — x)j 
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wenn wieder 

(2) x'^- 

gesetzt wird. Setzt man noch: 

(3) 

SO ergibt sich: 

y-y 






a , 



ha^-'-aV 



Wenn also noch die Ghröße c mittels der Gleichung: 



(4) .= 



ba' — ab' 



a 



'S 



eingeführt wird, so ist: 



(5) y-y 




Fig. 56 



X — X 

Die Gleichung (1) nimmt 
also die Form (5) an, 
wenn die Größen x\ 
y'j c durch die Glei- 
chungen (2), (3) und 
(4) als Funktionen yon 
a, 6, a\ b' erklärt wer- 
den. Dabei wird nur 
vorausgesetzt; daß a^O 
ist; da aV — ha von Null verschieden ist, ist auch c von NuU 
verschieden. 

Wird nun als Anfangspunkt der Punkt mit den Koordi- 
naten X ^ x', y ^ y genommen und werden durch 0' die Achsen 
(XX, O'Y parallel zu Ox, Oy gezogen, so ist augenscheinlich: 

X'^ X — x\ 

der Punkt, dessen Koordinaten in bezug auf die Achsen Ox^ 
Oy: Xy y waren, hat also in bezug auf die Achsen (XX, O'Y die 
Koordinaten: X, Y, Hieraus folgt, daß man die Gleichung (5) 
in der Form: 



Y^^ 

^ X 

Borel-Stäokel, Die Elemente der Mathematik I 
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schreiben kann; sie also auf den besonderen Fall znrückfQhren 
kann, den wir zuerst behandelt haben. Mithin wird durch die 
vorgelegte Gleichung eine Hyperbel dargestellt, die zum Mittel- 
punkt den Punkt 0' und zu Asymptoten die Geraden O'X, 
OT hat. 

Anwendung. Wir wollen dies auf die Gleichung an- 
wenden: 

— Ä— 2^ 

Man erhält: 

1 a: — 2 1 —3 





^ 2 2a:— 1 2 / 1\ 

n* 2) 


Folglich ist: 






8 




Y- *• 


dabei ist: 






r-y-l; X-x-^ 



gesetzt worden. 

Wir überlassen es dem Leser, die Figur zu zeichnen. 

216. Singul&rer Fall. Wir wollen zum Schlüsse noch 
einige Worte über den singularen Fall sagen, den wir vorher 
beiseite gelassen hatten, also über den Fall, wo 

(6) aV ~ 6a = 

ist. Unter der Voraussetzung, daß nicht bloß eine lineare Funk- 

tion vorliegt^ daß also: 

a+0 
ist, können wir immer 

a = ma' 

setzen, d. h. den Quotienten —7- mit m bezeichnen. Dann wird 

die Gleichung (6): 

ma'b' — ha = 0, 

oder, da a von NuU verschieden ist: 

b = mb\ 
Folglich ist identisch: 

aa? + 6 = ma'x + mV = m((ix + b'), 



X — 


b- 


■Vy 


a'y 


— a 


V - 


""" ^^MM 


ha' 
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und für y ergibt sich der Ausdruck: 

m{ax + h') 

y~ a'x + b' ' 

Erhält also die Veränderliche x einen solchen Wert^ daß 
ax + &' von Null yerschieden ist, so wird: 

Wenn dagegen ax + 6' = ist, so wird y offenbar unbestimmt. 
Dieselben Schlüsse ergeben sich bei der nach x aufgelösten 
Gleichung (Nr. 210). Dann ist: 



Wird hier 



gesetzt, so liefert die Gleichung (6): 

ft = — ha. 
Hieraus folgt: 

ay — a ' 

X ist also gleich Ä, wenn y von — r = m verschieden ist, und 

unbestimmt, wenn y ^ —r = m ist. 

Wenn daher die homographische Gleichung singulär ist, 
nimmt y stets denselben Wert m an, ausgenommen für x=^h] 
denn für diesen Wert von x ist y unbestimmt. Umgekehrt, 
wenn y gegeben ist, so ist x gleich Ä, ausgenommen für y = m; 
denn für diesen Wert von y ist x unbestimmt. 

Die vorhergehenden Ergebnisse lassen sich auch aus der 
Gleichung (5) ableiten, die, wenn man x' durch h und y 
durch m ersetzt und die Nenner wegbringt, die Form annimmt: 

(x — h)(y — m)^ c. 

Wenn nun aV — ha' — ist, so folgt daraus c == 0, und die 
vorhergehende Gleichung wird zu: 

(7) {x-h)(y-m)=^0; 

dies ist die Form, auf die die singulare homographische Glei- 
chung gebracht werden kann. 

26* 
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Die Gleichung (7) ist erfüllt für ic « ä bei bdidngem y, 
und für y » m bei beliebigem x. Geometrisch wird sie durch 
das System der beiden Geraden: 

dargestellt. Man kann diesen Fall mit dem nichtsingularen 
in Verbindung bringen durch die Aussage , die Hyperbel arte 
in ihre Asymptoten aus (siehe Aufgabe 470). 

Aufgaben zu Kapitel XIX 

461. Zeichne die Hyperbel: 

mit dem Zentimeter als Längeneinheit. 

462. Zeichne die Hyperbel: 

— 36000 

mit dem Zehntel Millimeter als Längeneinheit. 

463. Zeichne die Hyperbel: 

0,002 

y^ — ^ 

mit dem Meter als Längeneinheit. 

464. Zeichne die Hyperbel: 

-4,5 

X 

und die Gerade: 

y x + ^ 

mit dem Zentimeter als Einheit. Beweise, daß die Abszissen ihrer 
Schnittpunkte der Gleichnng: 

-4,6 



X 



= — a; + 2 



genügen. Berechne die Wnrzeln dieser Gleichung und bestätige das Er- 
gebnis der Rechnung durch eine Messung an der Figur. 

465. Dieselbe Aufgabe für die Hyperbel: 

800 

and die Gerade: 

y = a? + 26, 

wobei das Millimeter als Längeneinheit genommen werden soll. 

466. Löse die beiden vorigen Aufgaben unter Benutzung von Qua- 
dratpapier. 



J 
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467. üntersnclie den Yerlanf der Fankiion: 

Zx+1 
^■" j; — 4 

und stelle sie graphiscli dar mit dem Zentimeter als Längeneinheit. 

468. untersuche den Verlauf der Funktion: 

— 800 
^■~aj— 10 

und stelle sie graphiscli dar; benutze als Längeneinheit das Millimeter. 

469. Zeichne die Hyperbel: 

_ x — 2 
^ ~" 8 ic —T 

mit dem Zentimeter als Längeneinheit. 

470. Zeichne die Hyperbel: 

(y-2)(aj-l) = I 

mit dem Zentimeter als Längeneinheit. Grib dem X nach und nach 
folgende Werte: 



X— 10 


X— 10 


X = — 4 


X:=4 


X 1 


X = l 


^- ; 


'-: 


' i 


-B 



i = 0. 

Alle diese Kurven sollen auf demselben Blatte mit denselben Achsen 
Oxj Oy gezeichnet werden. 

471. Bestimme die Koeffizienten der homographischen Gleichung: 

ax-\-h 



y^ 



y » 



a'x + b' 

aus der Bedingung, daß diese Gleichung durch folgende zusammen- 
gehörige Wertesysteme von x und y erfallt wird: 

a; = l, y»«»; 

x = A, y = — 2. 

Biese Bestimmung läßt sich auf unendlich viele Arten' bewerkstelligen ; 
denn der Wert des Bruches y ändert sich nicht, wenn a, &, a\ b' mit 
einer und derselben von Null verschiedenen Zahl multipliziert werden. 
Man wähle diesen Multiplikator so, daß die ganzen Zahlen a, 6, a\ b' alle 
gegeneinander relativ prim sind und a positiv ist. Die Aufgabe ist dann 
vollkommen bestimmt. Zeichne die Figur mit dem Zentimeter als Längen- 
einheit. 
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472. Dieselbe Aufeabe unter ^der Amiahme, daß für * i-, 

-^ , — - der Beihe nach y = 8 , — — , — — ißt. 
2 ' 4 ^ ' 2 ' 3 

473. Zeige, daß sich die homographische Gleichnng nnter der Be- 
dingang, daß für x^^^x^, x^^ x^ der Beihe nach y = y^^ y,, y, werden 
soll, auf die Form bringen läßt: 



y — yi . yi— y« x—x^ _ Xi—x 



t 



y—Vs Vi—Vz x — x^ x^—x^ 

Löse diese Gleichung nach y auf und zeige ^ daß die so erhaltene Glei- 

chxmg sich auf die Form: 

ax-^-h 

bringen läßt. 

Mache davon eine Anwendung auf die Lösung der Aufgaben 471 
und 472. 



Kapitel XX 

Beihen und Logaritlimexi; Zinseszinsen 

I. Arithmetisolie and geometrisclie Reilieii 

216. ArlthmetiBOhe Beihen. Mehrere Zahlen, die in 
bestimmter Reihenfolge angeordnet sind^ bilden eine a/nthmetische 
Bethe, wenn die Differenz je zweier unmittelbar aufeinander- 
folgender Zahlen immer gleich groß ist, d. i. denselben abso- 
luten Wert und dasselbe Vorzeichen hat. Zum Beispiel bilden 
die Zahlen 3, 5, 7, 9 eine arithmetische Reihe; denn die Diffe- 
renzen 5 — 3, 7 — 5, 9 — 7 sind sämtlich gleich 2. Ebenso 
bilden die Zahlen 92, 82, 72, 62, 52 eine arithmetische Reihe; 
denn die Differenzen 82 — 92, 72 — 82 usw. sind sämtlich gleich 
— 10. Man nennt diese konstante Differenz auch die Differenz 
der arithmetischen Beihe; so ist bei unserem ersten Beispiel 
die Differenz 2, bei dem zweiten — 10. Die Zahlen, die die 
Reihen bilden, heißen die Glieder der Reihe. Den einzelnen 
Gliedern werden als Bang der Reihe nach, mit dem ersten 
Gliede beginnend, die Zahlen 1, 2, 3, . . zugeordnet. 

Ist das erste Glied einer arithmetischen Reihe und die 
Differenz bekannt, so lassen sich die anderen Glieder leicht hin- 
schreiben. Um das folgende Glied zu erhalten, braucht man 
nämlich immer nur zu dem vorhergehenden Gliede die Differenz 
zu addieren. 

Beispiel I. Eine arithmetische Beihe von 6 Gliedern zu 
bilden, deren erstes Glied 7 und deren Differenz 5 ist Die 
aufeinander folgenden Glieder sind bier: 

7 + 5 == 12; 12 + 5 « 17; 17 + 5 = 22; 

22 + 5=: 27; 27 + 5 = 32, 

und die gesuchte Reibe besteht aus den Gliedern: 7, 12, 17, 
22, 27, 32. 

Beispiel ü. Eine a/rithmetische Beihe aus 5 Gliedern zu 
bilden, deren erstes Glied 13 und deren Differenz — 8 ist. 
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Wenn man ebenso verföhrfc, ergibt sich die Reihe: 13, 5, — 3, 
- 11, - 19. 

Häufig braucht man die Zwischenglieder der Reihe nicht 
zu kennen und wünscht nur den Wert des Gliedes zu be- 
rechnen, das einen bestimmten Platz einnimmt, zum Beispiel 
das 31. Glied oder das 72. Glied. Nun ergibt sich aber das 
zweite Glied, wenn zum ersten die Differenz addiert wird und 
das dritte Glied, wenn zum zweiten die Differenz addiert wird. 
Das dritte Glied ist also gleich dem ersten, vermehrt um die 
doppelte Differenz. Ebenso ergibt sich das vierte Glied, wenn 
zum dritten wiederum die Differenz addiert wird, und es ist 
daher gleich dem ersten, vermehrt um die dreifache Differenz. 
Ebenso ist das fünfte Glied gleich dem ersten, vermehrt um die 
vierfache Differenz usw. Das hundertste Glied ist also gleich 
dem ersten, vermehrt um die 99 fache Differenz. 

Begel 82. Um den Wert eines Gliedes einer arithmetischen 
Beihe von bestimmtem Range zu erhalten, addiert mun zu dem 
ersten Gliede das Produkt der Differenz mit der Zahl, die sich 
ergibt, wenn der Rang des gesuchten Gliedes um 1 vermindert wird. 

Bezeichnet man das erste Glied mit a, die Differenz mit d, 
den Rang mit n und den Wert des Gliedes, das diesen Rang 
einnimmt, mit z, so läßt sich die Regel 32 in die Formel übersetzen: 

ißf = a + (w — 1) (?. 

Wenn die Differenz eine .positive Zahl ist, werden die 
aufeinanderfolgenden Glieder größer, und die Reihe ist steigend. 
Dagegen ist die Reihe /aZZewd, wenn die Differenz negativ ist. Ist die 
Differenz gleich Null, so sind aUe Glieder der Reihe gleich groß. 

217. Geometrische Beihen. Mehrere Zahlen, die in 
bestimmter Reihenfolge angeordnet sind, bilden ei/ne geome- 
trische Reihe, wenn der Quotient zweier aufeinanderfolgender 
Zahlen immer denselben Wert hat. Zum Beispiel bilden die 
Zahlen 3, 6, 12, 24 eine geometrische Reihe; denn es ist: 

6:3 = 2; 12:6«2: 24:12 = 2. 

Dieser Quotient 2 heißt auch Quotient der Reihe. Ebenso bilden 
die Zahlen 3600; 360; 36; 3,6; 0,36 eine geometrische Reihe, 

deren Quotient 0,1 ist, und die Zahlen +2, — 3, + -^; ^ — 
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eine solche Reihe mit dem Quotienten — y * ^^^ Zahlen, ans 

denen die Reihe besteht, heißen die Glieder der Eeihe, Den 
einzelnen Gliedern werden als Bang der Reihe nach, mit dem 
ersten Gliede beginnend, die Zahlen 1, 2, 3, . . . zugeordnet. 

Ist das erste Glied und der Quotient einer geometrischen Reihe 
bekannt, so lassen sich die Glieder leicht nacheinander berechnen; 
denn um das folgende Glied zu erhalten, braucht man nur das 
vorhergehende Glied mit dem Quotienten zu multiplizieren. 

Beispiel, Eine geometrische Beihe von 5 Gliedern zu 
iüden, deren erstes Glied 625 und deren Quotient 1,3 ist. Man 
erhält nach und nach: 625 • 1,2 = 750; 750 • 1,2 = 900; 
900 . 1,2 = 1080; 1080 • 1,2 « 1296. Die gesuchte Reihe ist 
also: 625, 750, 900, 1080, 1296. 

Häufig braucht man die Zwischenglieder der Reihe nicht 
zu kennen und wünscht nur den Wert eines Gliedes zu be- 
rechnen, das einen bestimmten Platz einnimmt, zum Beispiel 
das 100. Glied. Nun ergibt sich aber das zweite Glied, wenn 
das erste mit dem Quotienten mulUpliziert wird. Ebenso ist das dritte 
Glied gleich dem Produkt des zweiten mit dem Quotienten, d. h. 
gleich dem Produkt des ersten Gliedes mit dem Quadrat des Quo- 
tienten. Femer ist das vierte Glied gleich dem Produkt des ersten mit 
der dritten Potenz des Quotienten usw. Mithin gilt folgende Regel: 

Regel 33. Um ein Glied einer geometrischen Beihe von 
"bestimmtem Bange zu erhalten, midtipUziert man das erste Glied 
mit der Botenz des Quotienten, deren Exponent gleich dem um 
1 verminderten Bange des gesuchten Gliedes ist. 

Bezeichnet man das erste Glied mit a, den Quotienten 
mit ^, den Rang mit n und das gesuchte Glied mit z, so läßt sich 
die Regel 33 in die Formel übersetzen: 

z ^ aq'^'^K 

Wenn der Quotient q eine positive Zahl und größer als 1 
ist, so werden die Glieder immer größer; die Reihe heißt dann 
steigend. Dagegen heißt die Reihe fallend, wenn q eine 
positive Zahl und kleiner als 1 ist. Wenn q negativ ist, sind 
die Glieder der Reihe abwechselnd positiv und negativ, und 
ihr absoluter Wert steigt oder fällt, je nachdem der absolute 
Wert von q größer oder kleiner als 1 ist. Hat der Quotient 
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den Wert + 1, so sind alle Glieder der Reihe gleich groß. 
Für den Quotienten — 1 haben die Glieder der Reihe eben- 
falls sämtlich den gleichen absoluten Wert, aber ihre Vor- 
zeichen wechseln ab. Ist endlich der Quotient gleich Null, so 
ist vom zweiten Gliede an jedes folgende Glied gleich Null. 

218. Summe der Olieder einer arithmetischen 
Beihe. Bei vielen Untersuchungen hat man die Summe einer 
Anzahl aufeinander folgender Glieder einer arithmetischen Reihe 
zu berechnen. Wir wollen die allgemeine Formel aufstellen^ die 
diese Summe liefert. Das Verfahren, durch das diese Formel ge- 
funden wird, läßt sich übrigens auch bei vielen anderen Unter- 
suchungen anwenden. 

Es sei also eine arithmetische Reihe gegeben, deren erstes 
Glied a und deren Differenz d ist. Bedeutet n die Anzahl ihrer 
Glieder, so wird, wie wir gesehen haben, das letzte Glied is 
durch die Formel gegeben: 

js =^ a + (n — l)d. 

Die Siunme S dieser Glieder läßt sich daher so schreiben: 

S:=^a + la + d]+[a+2d]-\ h[a + (w-2)(f| + [a-f-(w— l)rf]. 

Hieraus folgt, wenn die ähnlichen Glieder zusammengefaßt 
werden: 

fif = na H- [1 + 2 H f- (w - 2) + (w — 1)] d. 

Der Koeffizient von d ist gleich der Summe der (n — 1) ersten 
ganzen Zahlen. Man wird so darauf geführt, diese Summe zu 
berechnen. Nun bilden die aufeinanderfolgenden ganzen Zahlen 
auch eine arithmetische Reihe; folglich läßt sich die Summierung 
einer beliebigen arithmetischen Reihe auf die Summierung dieser 
besonderen arithmetischen Reihe zurückführen. 

Wir müssen daher die Summe der n ersten ganzen Zahlen 
berechnen, also die Summe: 

Si = 1 + 2 -F . . • + (w — 1) -f- n. 

Die ersten n ganzen Zahlen können offenbar noch auf eine zweite 
Art als arithmetische Reihe aufgefaßt werden, wenn nämlich n 
als erstes Glied und als Differenz — 1 gewählt wird. 
Man kann mithin auch schreiben: 

S,==n + (n-l) + .-. + 2 + l, 
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xmd hieraus folgt, wenn die beiden Ausdrücke für 8^ addiert und 
die Glieder vereinigt werden, die auf den beiden rechten Seiten 
denselben Rang einnehmen: 

2Si=[l + n] + [2 + (w-l)] + --- + L(w-l) + 2] + [w + l] 

oder 

2Äi= (w + 1) + (n + 1) + . . + (w + 1) + (n + 1). 

Da die Anzahl der Klammem auf der rechten Seite gleich n 

ist, so ergibt sich: 

28^^n(n+ 1), 

und daher ist: 

^ n(n + l) 
^1= 2 

Dies ist die Summe der n ersten ganzen Zahlen. 

Es ist jetzt leicht, die Summe S der Glieder der arith- 
metischen Reihe zu berechnen, in der die Summe 8^ der n — 1 
«rsten Zahlen als Koeffizient von d vorkam. Man findet: 

(1) s^na + ^^^d. 

Übrigens läßt sich die Summe 8 auch unmittelbar mittels 
eines Verfahrens berechnen, das dem bei 8^ angewandten ent- 
spricht. Da nämlich: 

8^a+(a + d)-{ {0 - d) + 

und gleichzeitig 

8=-z + (js — d)-\ — ' (a + d) + a 

ist, so folgt durch Addition: 

28 -=^(a + i) + (a + 0)-\ {a + z) + (a + e). 

Nun sind aber aUe Klammem gleich, folgHch wird: 

und es ist daher: 

(2) 8=^^ia + 0). 

Diese Formel ist bisweilen bequemer als die Formel (1). Die 
Übereinstimmung der Formeln (1) und (2) läßt sich leicht 

mittels der Gleichung 

z =^ a + (n — 1) d 
nachweisen. 

Beispiel. Die ungeraden Zahlen bilden eine arithmetische 

Reihe mit der Differenz 2. Wir wollen die Summe der n 

ersten ungeraden Zahlen berechnen: 



/ 
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fif'« 1 + 3 + 5 + . . . + (2w — 1), 
Hier ist a = 1, rf = 2, und folglich wird: 



N 



8'^n + 2 



n{n — 1) 



= n + n'— n « w*. 



4 



B 



H 



Dies Ergebnis ist wegen seiner EinfacKheit sehr be- 

merkenswert. Man kann es 
auch sofort aus einer sehr 
einfachen Figur (Fig. 57) 
herleiten. Wir wollen zwei 
rechtwinklige Achsen Ox^ 
Oy betrachten; auf denen 
gleiche Strecken abgetragen 
sind: 

OA^AD^DG^GL 

Wir ziehen die 

CO- 

Fig. 67 Quadrate OABC, 

ODEFy OGHK, OLMN, OPQR stark aus und punktieren 
die Linien, die diese Quadrate in gleich große kleinere Quadrate 
zerlegen. Eins der großen Quadrate , etwa OPQR, enthält 
offenbar so viel kleine Quadrate, als, das Quadrat seines Banges 
beträgt; also bei dem gewählten Beispiel 5*= 25. Wir können 
aber die Anzahl der kleinen Quadrate auch folgendermaßen 
berechnen. Erstens haben wir das Quadrat OABC, d. h 1 Qua- 
drat, alsdann die in der Figur ABGFEDA liegenden kleinen 
Quadrate, 3 an der Zahl, die mit 1, 2, 3 nunieriert sind, 
darauf die 5 zwischen DEF und GHK liegenden kleinen 
Quadrate, die mit 1, 2, 3, 4, 5 numeriert sind, usw. Wir haben 
also an kleinen Quadraten die Anzahl: 

1 + 3 + 5 + 7 + 9, 

d. h. die Summe der 5 ersten ungeraden Zahlen. Die Figur 
ergibt nun sofort, daß diese Summe gleich 5' »25 ist. 

Lelirsatz 78. Die Summe der n ersten ungeraden Zahlen ist 
gleich n\ 

Summe der Quadrate der n ersten gansen Zahlen. 
Als Anwendung wollen wir die Summe der Quadrate der n ersten 
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ganzen Zahlen berechnen^ die wir mit S^ bezeichnen, ebenso 
wie wir für die Summe der n ersten ganzen Zahlen S^ ge- 
schrieben haben. Wir gehen aus von der Identität: 

(x + 1)»- a;»- 3a;«+ Sx + 1, 

und setzen darin nacheinander x ^1, 2^ . . .,n. Auf diese Art 
ergibt sich: 

3»- 2»« 3. 2*+ 3. 2 + 1, 
4»- 3»- 3. 32+ 3. 3 + 1, 
58- 4»= 3.4«+ 3.4 + 1 



(w + l)»-w»-3n« +3w +1. 
Hieraus folgt durch Addition: 

(w + 1)»- 1» - 3^2 + 3Si + n. 

Wird nun 8^ durch seinen Wert ^^^J" ^ ersetzt und der 
Nenner weggeschafFb, so ergibt sich: 

eSj, « 2(w* + 3w«+ 3w) - 3w«— 3w — 2w 

=-2w«+3w*+w 

= w(w+l)(2w+ 1). 

Mithin ist: 

^ n(n+l)(2n+l) 

Dies ist die gesuchte Formel; ein ähnliches Verfahren 
liefert die Summe der dritten Potenzen der ersten n ganzen 
Zahlen. 

219. Bnmme der G-lleder einer geometrischen 
Beihe. Wir wollen uns jetzt mit einer geometrischen Reihe 
beschäftigen, deren erstes Glied wir mit a, und deren Quotienten 
wir mit q bezeichnen. Wenn die Reihe n Glieder hat, so wird 
das letzte Glied z durch die Formel jef = ag^~* gegeben. Um 

die Summe: 

S =- a + ag + • • • + ag"~^ 

zu berechnen, multiplizieren wir auf beiden Seiten mit q und 
erhalten: 

Sq^ aq + aq^ + • • • + ag". 
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Aus diesen beiden Oleichnngen folgt durcli Subtraktion: 

8(1 — q)^a — aq\ 



Mithin ist: 



S ^ a -z — ^• 

l — q 



Wenn q größer ist als 1, schreibt man lieber: 

g — 1 ^ 
was offenbar für S denselben Wert liefert. 
Man kann auch schreiben: 



S 



zq — a 



wenn z wieder das letzte Glied der Reihe bedeutet. 

Wenn der Quotient q größer als 1 ist (steigende Reihe), 
wird die Summe S offenbar um so größer, je größer n wird, 
und übertrifft schließlich jede vorgegebene Zahl. Wenn dagegen q 
kleiner ist als 1 (fallende Reihe), so wird, wenn a und q positiv 
sind, die Summe S mit wachsendem n zwar auch noch größer, 

überschreitet jedoch nicht den Wert und unterscheidet 

sich um so weniger von , je größer n ist. Als Beispiele 

für fallende geometrische Reihen können die periodischen Dezi- 
malbrüche dienen (siehe Aufgaben 517 und 518). 

IL Logaritlimen 

220. Erklärung der Logarithmen. Wir betrachten 
zwei steigende Reihen, eine arithmetische, die mit Null be- 
ginnt, und eine geometrische, die mit 1 beginnt. Bezeichnet 
man die Differenz der arithmetischen Reihe mit d und den 
Quotienten der geometrischen Reihe mit g, so sind diese beiden 

Reihen: 

0, d, 2d^ 3d, 4d..., nd, 

Man sagt, jedes Glied der arithmetischen Reihe sei der 
Logarithmus des Gliedes von gleichem Range in der geo- 
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metrischen Reihe. Zum Beispiel ist 5d der LogariÜimus Yon q\ 

Man schreibt dann: 

log g« « Sd 

und liest: Logarithmus von q hoch drei gleich drei d. Das 
Glied g* heißt auch der Numerus von 3df, nämlich die Zahl, 
deren Logarithmus 3d ist. Es gibt verschiedene Logarithmen- 
Systeme; denn die Zahlen q und d lassen sich auf verschiedene 
Arten wählen. Wir betrachten jedoch hier nur das System 
der sogenannten gewöhnlichen Loga/rithmen, bei dem der Loga- 
rithmus von 10 gleich 1 ist. 

Wie man die Logarithmen der Zahlen in diesem Systeme 
berechnen kann^ soll hier nicht auseinandergesetzt werden. 
Nur eine Bemerkung möge Platz finden. Wenn man für d 
eine sehr kleine Zahl und für q eine Zahl nahe bei 1 nimmt^ 
ist der Unterschied der aufeinanderfolgenden Glieder der 
beiden Reihen nur sehr klein und hieraus folgt, daß mit 
einer gewissen Annäherung jede Zahl in diesen beiden Reihen 
enthalten ist. Um die gewöhnlichen Logarithmen zu erhalten, 

nimmt man: 

d= 0,0001, 

g« 1,0002303115....; 

bei den zugehörigen Reihen ist das 10000. Glied der arith- 
metischen Reihe gleich 1 und das 10000. Glied der geometrischen 
Reihe gleich 10. 

Man hat Tafeln hergestellt, in denen die Logarithmen 
und Numeri aller Zahlen bis zu einer gewissen Anzahl von 
Dezimalstellen aufgezeichnet sind. Wir werden ihre Einrichtimg 
und ihren Gebrauch erklären, indem wir als Muster die beiden 
Tafeln zu 4 Dezimalstellen nehmen, die sich am Ende dieses 
Bandes befinden. 

221. Einrlohtiing der Tafeln zu 4 Dezimalen. Die 

erste Tafel (Logarithmen zu 4 Dezimalen) gibt die Logarithmen 
aller Zahlen zwischen 1 und 10 von Hundertstel zu Hundertstel, 
d. h. die Logarithmen der Zahlen 1,00; 1,01; 1,02; ... 9,99. 
Diese Logarithmen liegen zwischen und 1; die Tafel liefert 
uns nur die Dezimalstellen (Nr. 61) oder, wie man auch sagt, 
die Mantissen dieser Logarithmen. 
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Es sei etwa in der Tafel der Logarithmus von 1,30 aufzu- 
suchen. Wir suchen in der Spalte N (Numerus = Zahl) die 
Zahl 13, die aus den beiden ersten Ziffern der gegebenen Zahl 
gebildet ist, und lesen in der Beihe, die mit 13 beginnt, die 
Zahl ab, die in der mit bezeichneten Spalte steht. Wir 
finden 1139; dies ist die gesuchte Mantisse. Folglich ist: 

log 1,30 = 0,1139. 

Um den Logarithmus von 1,31 zu erhalten, gehen wir 
in der mit 13 beginnenden Zeile cmf die mit 1 bezeichnete 
Spalte, Wir finden dort nur drei Ziffern 173. Die erste 
Ziffer 1, dieselbe wie in der vorhergehenden Spalte, ist hinzu- 
zudenken; sie ist nicht aufgeführt worden, lediglich um Platz 
zu sparen. Man muß also lesen 1173 und erhält: 

logl,31- 0,1173. 
Indem wir in derselben Zeile fortgehen, erhalten wir: 

logl,32 = 0,1206, 

log 1,33 = 0,1239 
und so weiter. 

Jetzt sei der Logarithmus Ton 1,59 aufzusuchen. In der 
Zeile 15 und der Spalte 9 lesen wir *014. Das Zeichen * be- 
deutet, daß die erste Ziffer nicht 1 ist, wie für die Torher- 
gehenden Logarithmen derselben Zeile, sondern 2, nämlich die 
Ziffer, die sich am Anfang der nächsten Zeile befindet. Auch 
diese Festsetzung ist nur erfolgt, um Platz zu sparen. Mit- 
hin ist: 

log 1,58 = 0,1987, 

log 1,59 == 0,2014, 

log 1,60 - 0,2041. 

Die Zeilen und die Spalten der Tafel sind zu je fünf 
gruppiert. Diese Anordnung hat zum Zweck, Fehler beim Ab- 
lesen zu verhüten; denn die Stellung einer Zeile oder einer 
Spalte zu den benachbarten Zeilen oder Spalten ist auf diese 
Weise leicht zu übersehen. Man vermeidet auf diese Art Fehler, 
die sich einstellen würden, wenn man die Zeile oder Spalte 
nicht genau verfolgte und in die benachbarte Zeile oder Spalte 
hineingeriete. So bemerkt man, daß die Zeilen, die den Zahlen 
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10^ 15^ 20 • • • entsprechen^ unmittelbar auf eine leere Zeile 
folgen. Die Zeilen 11^ 16, 21 folgen dagegen unmittelbar auf 
die vorhergehende Zeile. Die Zeilen 14, 19, 24 gehen einer 
leeren Zeile voraus, und die Zeilen 13, 18, 23 kommen un- 
mittelbar darüber zu stehen. Die Zeilen 12, 17, 22 endlich 
nehmen die Mitte einer Gruppe von 5 Zeilen ohne leere Zeilen 
ein. Dasselbe gilt für die Spalten, nur daß hier die leere Zeile 
durch einen doppelten Strich ersetzt ist. Wer diese Bemer- 
kungen beachtet, wird bei einiger Übung einen Logarithmus 
auf den ersten Blick finden. 

Die zweite Tafel (Numeri zu 4 Dezimalen) hat eine ganz 
ähnliche Anordnung wie die erste Tafel. Sie gibt die Numeri 
oder, wie man auch manchmal sagt, die Antüogarifhmen der 
Zahlen zwischen und 1 von Tausendstel zu Tausendstel, 
d. h. der Zahlen 0,001; 0,002; • • • 0,999. Es sei also etwa der 
Numerus von 0,324 zu suchen. Man nimmt in der mit L bezeich- 
neten Spalte die Zahl 32, und in der mit 32 beginnenden 
Zeile die Spalte 4. Hieriu findet man die drei Ziffern 109 
und setzt an deren linke Seite die Ziffer 2, die sich in der 
ersten Spalte neben 31 befindet. Mithin ist der gesuchte Numerus 
2,109. Ebenso findet man, daß der Numerus von 0,325 gleich 
2,113 ist. Das Zeichen * bedeutet in dieser Tafel dasselbe wie 
in der vorhergehenden; Jbs gibt an, daß die erste Ziffer, durch 
die man den gesuchten Numerus vervollständigen muß, an der 
Spitze der nächsten Zeile aufgesucht werden muß, also nicht 
in derselben oder einer vorhergehenden Zeile. Zum Beispiel 
ist 7,047 der Numerus von 0,848. 

222. Einrichtung der Tafeln zn 5 Dezimalen. Als 
Muster einer Tafel von 5 Dezimalen beschreiben wir die Tafel 
von F. G. Gauß (Verlag von Eugen Strien, Halle a. S.). Wir 
geben hier nur ein Bruchstück davon. In den mit N (Numerus 
= Zahl) bezeichneten Spalten befinden sich die Zahlen, die 
zwischen 100 und 999 liegen, hier die Zahlen von 170 bis 181. 
Um den Logarithmus von 1,732 zu erhalten, sucht man in 
dieser Spalte die Zahl 173 auf und geht auf der Zeile, die diese 
Zahl enthält, nach rechts bis zu der Spalte, die die Ziffer 2 
als Überschrift trägt. Hier findet man die Ziffern 855, die 
zusammen mit den Ziffern 23, die unter L stehen, als Mantisse 

Borel-Stäckel, Die Elemente der Mathematik I 26 
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des gesuchten Logarithmus die 5 Ziffern 23855 ergeben. Es 

ist daher 

log 1,732 - 0,23855. 

Soll jetzt der Logarithmus von 1,7324 ermittelt werden, 
so findet er sich nicht unmittelbar in der Tafel. Die Tafel zeigt 
jedoch, daß er zwischen 0,23855 und 0,23880 liegt. Nun ist 
die Differenz zwischen diesen beiden Logarithmen 0,00025, 
oder, wie man kurz sagt, da es nur auf die letzten beiden 
Dezimalstellen ankommt, 25. Wenn aber der Logarithmus bei 
einer Zunahme des Numerus um 10 Zehntausendstel um 25 Ein- 
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heiten der letzten Dezimalstelle wächst, so nimmt man an, daß 
er sich bei einer Zunahme des Numerus um 4 Zehntausendstel 

um — Ton 25, also um 10 Einheiten der letzten Dezimalstelle 

ändert. Damit man diesen Wert nicht erst auszurechnen braucht^ 

ist er in der mit P. P. (Partes proportionales) bezeichneten 

besonderen Spalte in dem Täfelchen mit der Überschrift 25 

angegeben, und zwar findet er sich rechts von der Ziffer 4. 

Man legt also die Berechnung des Logarithmus von 1^7324 

so an: 

log 1,732 - 0,23855 

10_ 

log 1,7324 = 0,23865. 
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Das Buch von F. G, Gauß enthält keine besondere Tafd 
der Numeri oder Antilogarithmen. In der Tat sind diese Tafehi 
zwar für manche Rechnungen bequem^ jedoch läßt sich die 
Aufgabe, zu einem gegebenen Logarithmus den zugehörigen 
Numerus zu finden , auch ohne ihre Hilfe lösen, da hierfür 
bereits die Tafel der Logarithmen ausreicht. Soll man nämlich 
etwa den Numerus finden, dessen Logarithmus 0,24802 ist, so 
zeigt die Tafel der Logarithmen, daß dieser Numerus zwischen 
1,7700 und 1,7710 liegt. Zu diesen Numeri gehören die Loga- 
rithmen 0,24797 und 0,24822, deren Differenz 25 ist. Man 
legt daher die Rechnung so an: 

0,24802 1,7700 
0,24797 2 

5 1,7702 

Man bildet mithin zuerst die Differenz der beiden Loga- 
rithmen, zwischen denen der gegebene Logarithmus liegt, die 
Tafddifferene, hier 25, und darauf die Differenz zwischen dem 
gegebenen Logarithmus und dem nächst kleineren Logarithmus, 
der in der Tafel steht, hier 5. Dann findet man in der Pro- 
portionaltafel von 25, daß der Differenz 5 beim Logarithmus 
die Differenz 2 beim Numerus entspricht. Der Numerus von 
0,24802 ist also 1,7702. 

223. GmudeigeuBOhaft der Logarithmen. Die Grund- 
eigenschaft der Logarithmen wird durch folgenden Lehrsatz 
ausgesprochen: 

Lehrsatz 79. Der LogaHthmus eines Produkts ist gleich der 
Summe der Logarithmen der Faktoren. 

Wenn wir nämlich die Reihen betrachten, durch die wir 
die Logarithmen erklärt haben, so sehen wir, daß die Zahlen 
§"* und ^ die Logarithmen md und nd haben. Nun ist aber 
ihr Produkt 3*»+" und der Logarithmus von g"»+" gleich 
(m + n)d, d. i. gleich md + nd^ also gleich der Summe der 
Logarithmen der einzelnen Faktoren. 

Dieser Lehrsatz ermöglicht es in vielen FäUen, nume- 
rische Rechnungen beträchtlich zu vereinfachen; hierauf beruht 

der praktische Nutzen der Logarithmen. 

26* 



404 Algebra 

Beispiel I. Es sei das ProduM: 

X - 1,33 . 2,15 . 2,31 . 1,48 
sfu berechnen. 

Nach dem Lehrsatz 79 ist: 

log X = log 1,33 + log 2, 15 + log 2,31 + log 1,48. 

Die erste Tafel liefert uns diese Logarithmen, und man 
braucht sie nur zu addieren, um log x zu erhalten : 

log 1,33 - 0,1239 
log 2,15 - 0,3324 
log 2,31 - 0,3636 
log 1,48 ^ 0,1703 

loga; «0,9902. 

Da wir log x kennen, suchen wir in der Tafd der Numeri 
den Numerus von 0,990. Er ist 9,772, und dies ist das ge- 
suchte Produkt. Freilich ist die letzte Dezimalstelle in dieser 
Zahl nicht genau; denn die Werte der Logarithmen, die uns 
die Tafel gibt, sind nur Näherungswerte, da nur 4 Dezimal- 
steUen angegeben sind. In der Praxis genügt es jedoch in sehr 
yielen Fällen, drei genaue Dezimalstellen zu haben. Wenn zum 
Beispiel x eine unbekannte Anzahl Yon Mark bedeutet, so 
nimmt man als Ergebnis 9,77 c/fC und meistens sogar 9,75 €/fC. 

Beispiel ü. Berechne die Zahl y, die durch die Formel: 

y - 1,36 . 1,37 . 1,38 • 1,39 • 1,40 • 1,41 

gegd>en wird. Wir suchen in der ersten Tafel die Logarithmen 
der gegebenen Zahlen und addieren sie: 

log 1,36 « 0,1335 
log 1,37 = 0,1367 
log 1,38 - 0,1399 
log 1,39 - 0,1430 
log 1,40 - 0,1461 
log 1,41 = 0,1492 

log y =. 0,8484 

Um y zu erhalten, braucht man nur den Numerus von 
0,8484 zu suchen. Man findet aus der zweiten Tafel den Numerus 
von 0,848 gleich 7,047, und den Numerus von 0,849 gleich 
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7,063. Der Numerus vou 0,8484 liegt also zwischen beiden. 

Wenn wir aber nur zwei Dezimalstellen brauchen, so können 

wir uns weitere Rechnungen ersparen und als Ergebnis 7,05 

nehmen. 

224. Division. Lehrsatz 80. Der Logarithmtis eines 

Qtiotienten wird erhdUen^ indem der Loga/rühmus des Divisors 

von dem des Dividendus subtrahiert wird. 

Aus der Formel: 

a = 6c 
folgt nämlich: 

log a = log h + log c; 

mithin folgt aus der Formel: 

6 = -^, 

c ' 

daß 

log h *= log a — log c 
ist. 

Beispiel. Die Zahl x aus der Formel: 

8,34 
1,23 

ZU berechnen. 

Die Anwendung des Lehrsatzes 80 führt zu dem Ansatz: 

log 8,34 - 0,9212 
log 1,23 = 0,0899 

log X = 0,8313 
X =* 6,78 . . . 

226. Potenzen und Wurzeln. Die Anwendung der 
Logarithmen ist besonders bequem, wenn eine Potenz berechnet 
oder eine Wurzel gezogen werden soll. Es sei nämlich: 

a^h\ 

Da die Zahl a gleich dem Produkt von 4 Faktoren b ist: 

a ^= b ' b 'b ' bf 
so wird: 

log a = log 6 + log 6 + log b + log b, 
oder: 

log a = 4 log 6, 
und umgekehrt: 

log 6 = "T log a. 
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Somit folgt aus der Fcrmd: 
oder aus der gleichwertigen Formel i 

für den Logarithmus von a^b^ die GHeichung: 

log a » 4 log b 

und umgekehrt für den Logarithmus von b » Ya die Gleichung: 

log & =« — log a. 

Beispiel L JSs sei die 5te Potenz von 1,23 zu berechnen. 

Es sei: 

X - (l,23)^ 
Dann wird: 

log a; =- 5 log 1,23 = 5 • 0,0899 = 0,4495 . 

Man hat also den Nnmeros von 0,4495 aufznsnchen. Der 
Numerus von 0,449 ist gleich 2,812 und der Numerus von 
0,450 gleich 2,818. Folglich ist: 

X = 2,815 .... 

Beispiel ü. JSs sei ^3,14 zu berechnen. Bezeichnen wir 
diese Wurzel mit y, so ist: 

log y == |- log 3,14 = -^ . 0,4969 « 0,1242. 

Die Tafel der Numeri ergibt 1,330 als Numerus von 0,124; 
mithin ist y = 1,330 

226. Logarithmen der Zahlen, die nicht zwischen 
1 nnd 10 liegen. Die Tafel der Logarithmen lieferte uns 
die Logarithmen der Zahlen, die zwischen 1 und 10 liegen. Um 
die Logarithmen der anderen Zahlen zu erhalten, benutzt man 
die Grundeigenschaft: < 

log a = log b + log c, 

indem man für c eine Potenz von 10 nimmt. 

Wird also etwa der Logarithmus von 134 gesucht, so 

schreibt man: 

134 =: 1,34 . 10», 

und schließt daraus: 

log 134 = log 1,34 + 2 log 10 
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Nun liefert die Tafel der Logarithmen: 

log 1,34 -0,1271, 

und es ist offenbar: 

log 10 = 1, log 10» = 2. 
Mithin wird: 

log 134 « 0,1271 + 2 « 2,1271. 

Augenscheinlich hat log 134 dieselbe Mantisse, wie log 1,34. 
Da die Tafel die Mantissen liefert, so braucht man, um den 
Logarithmus einer 2iahl zu suchen, sidi um das Komma nicht 
zu Tcümmem. Der ganzzahlige Teil des Logarithmus, die Kennr 
ziifeTy ist gleich der Anzahl der Dezimalstellen, die man ab- 
trennen muß, um eine Zahl zwischen 1 und 10 zu erhalten. 
Man kann auch sagen, daß die Kennziffer gleich der Anzahl der 
Ziffern links im Numerus vom Eomma ist, vermindert um 1. 

Beispiele. Den Logarithmus von 120000 zu finden. Die 
Tafel liefert die Mantisse 0792; die Kennziffer ist 5, und daher 
der gesuchte Logarithmus gleich 5,0792. 

Ben Logarithmus von 54,5 zu finden. Die Tafel liefert 
die Mantisse 5378. Die Kennziffer ist 1, also der Logarithmus 
gleich 1,5378. 

Den Numerus von 2ß43 zu finden^ d. h. die Zahl, deren 
Logarithmus 2,343 ist. Man sucht in der Tafel der Numeri 
die Zahl, deren Logarithmus 0,343 ist und multipliziert sie, da 
die Kennziffer 2 ist, mit 10» = 100. Auf diese Art ergibt sich 
als Numerus 220,3. 

Den Numerus von 3 zu finden. Man hat gar keine Tafel 
nötig, um zu wissen, daß 10 der Numerus von 1 und daher 
der Numerus von 3 gleich 1000 ist. 

Anwendungen. Es sei der Wert von: 

X = 34,1 • 46,3 . 2,35 • 15,4 

ev, berechnen. Die Rechnung stellt sich so: 

log 34,1 =1,5328 
log 46,3 = 1,6656 
log 2,35 = 0,3711 
log 15,4 = 1,1875 
log» =4,7570. 
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Jetzt sucht man den Numerus von 0,757 und findet 5,715, 
rückt das Komma 4 Stellen nach rechts, da 4 die Kennziffer 
von log X ist, und erhält: 

X ^ 57150. 

Man darf jedoch, was wohl zu beachten ist, nicht darauf rechnen, 
daß die beiden letzten Ziffern genau sind. Um eine größere 
Anzahl von genauen Ziffern zu erhalten, müßte man Tafeln mit 
mehrstelligen Mantissen anwenden. 

227. Logarithmen der echten Brftche. Negative 
KennzüTem. Wenn der Logarithmus von 0,00341 gesucht 
wird, können wir schreiben: 

0,00341=-^. 
Polglich ist: 

log 0,00341 = log 3,41 - log 1000 

= 0,5328 - 3. 

Der gesuchte Logarithmus ist also gleich 0,5328 — 3, d. h. 
gleich — 2,4672; dies ist eine negative Zahl Ebenso verhält 
es sich bei den Logarithmen aller positiven Zahlen, die kleiner 
als 1 sind, also aller echten Brüche. 

Beim praktischen Rechnen führt man die Subtraktion nie- 
mals am, schreibt also: 

log 0,00341 ==0,5328 -3; 
hierfür schreibt man auch: 

3,5328, 
indem man über die Ziffer 3 ein Minuszeichen setzt. Dies 
ist also nach Erklärung dasselbe wie — 3 + 0,5328, d. h. wie 
— - 2,4672. Die Ziffer 3 ist eine negative Kennziffer. 

Beispiel I. Es sei das Produkt zu berechnen: 

a: = 23,5 . 0,824. 
Hier erhält man: 

log 23,5 = 1,3711 
log 0,824=^1,9159 
log X = 1,2870. 

Um die Addition auszuführen, verfährt man zunächst so, 
als ob es sich um zwei gewöhnliche Dezimalzahlen handelte. 
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In der Spalte der Einer angelangt, recknet man aber folgender- 
maßen: 1 im Sinn, dazu 1 und 1 macht 1 + 1 — 1 = 1- 
Auf diese Art ergibt sich: 

Beispiel ü. Es sei das Produkt m berechnen: 
x^2U' 0,0325 . 22,3 • 0,98 • 80. 
Aus der Tafel ergibt sich: 

log 234 =2,3692, 

log 0,0325 - 2,5119, 
log 22,3 =1,3483, 
log 0,98 « 1,9912, 
log 80 ^1,9031 

loga; = 4,1237. 

Hier hat man in der Spalte der Einer 3 im Sinn zu behalten, 
diese 3 ist zu den Kennziffern 2, 2, 1, 1, 1 zu addieren: 
3 + 2 — 2+1 — 1 + 1 = 4. Man findet also angenähert 
X = 13290. 

Beispiel m. Es sef l/0,01621 m berechnen. 
Hier ist log 0,01621 = 2,2098. Davon muß man den vierten 
Teil nehmen. Zu diesem Zwecke schreibt man: 

2,2098 = - 2 + 0,2098 4 + 2,2098, 

nimmt den vierten Teil von —4, also —1; zählt dazu den 
vierten Teü von 2,2098, also 0.5524 und erhält so 1,5524. 
Der Numerus davon ist 0,3568 

228. Anordnung der Rechnungen. Wenn ein Aus- 
druck durch Logarithmen berechnet wird, so empfiddt es sich, 
ehe man eine Zahl in der Tafel aufsticht, mit der Anlage der 
Bechntmg zu beginnen. Man schreibt auch sofort die Kenn- 
ziffern hin, da man diese in der Tafel nicht findet. 

Beispiel I. Es sei der Wert von: 

__ 3,46 8,34 ■ 86,2 
^ "" 894 . 0,084 

zu berechnen. 

um logo; zu finden, addiert man zuerst die Logarithmen 
der Faktoren, die im Zähler stehen und subtrahiert von dieser 
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Summe die Samme der Logarithmen der Faktoren, die im 
Nenner stehen. Man legt mithin die Rechnung so an: 

log 3,45 = 0, log 894 =2, 

log 3,34 = 0, log 0,034 = 0, - 2 

log 35,2 =1, log Nenner = 



log Zähler 
log Nenner 



loga; « 

X = 

Nachdem dieser Ansatz für die Rechnung gemacht ist, 
sucht man die Mantissen in der Tafel auf: 

log 3,45 = 0,5378 log 894 =2,9513 

log 3,34 = 0,5237 log 0,034 = 0,5315 ~ 2 

log 35,2 =1,5465 log Nenner =1,4828 



log Zähler =2,6080, 

log Nenner = 1,4828 



log X = 1,1252. 

Hieraus folgt: 

X = 13,34 .... 

Wenn Hilfsrechnungen auszuführen sind, werden diese 
ebenfalls Torher angesetzt. 

Beispiel ü. Es sei der Wert von: 

(34,2)«.|/3;6 
f/'3,46 . 872 

ZU berechnen. Die Rechnung wird so angelegt: 

Hilfsrechnungen 

log34,2 = l, log 3,5 = 0, 

2 log 34,2= nog3,5 = 

log 3,45 = 0, 

log 872 - 2, 

log (3,45 • 872) - 
ilog(3,45-872)-. 
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Schlußrechnang 
2 log 34,2 = 

log Zähler = 

logV3,45>872=^ 
loga: = 

Wenn dieses Schema hergestellt ist^ aber auch erst dann, 
benutzt man die Logarithmentafel, um die noch fehlenden Man- 
tissen aufzusuchen. 

Anmerkung. Viele Irrtümer werden durch das Über- 
tragen von Zwischenergebnissen verursacht. So sind in der 
vorhergehenden Rechnung alle Logarithmen der Schlußrechnung 
übertragen worden. Es ist aber besser, wenn man dieses Über- 
tragen möglichst vermeidet. Daher wäre wohl der folgende 
Ansatz vorzuziehen: 



Hilfsrechnui] 


Igen 


Schlußrechnung 


log 34,2 




= 1, 


2 log 34,2 = 


log 3,5 




= 0, 
= 0, 


ilog 3,5 


log 3,45 


ilog (3,78. 845)- 


log 872 




= 2, 


loga? = 


log (3,45 


■872) 


— 


X = 


ilog (3,45. 


872) 











IIL Zinses 


»Zinsen 



229. ZlnsesziiiBeu. Eine der praktischen Fragen, bei 
denen der Gebrauch der Logarithmen von großem Nutzen ist 
besteht in der Berechnung der Zinseszinsen. Aus diesem Grunde 
wollen wir in diesem Kapitel die Lehre von den Zinseszinsen 
zusammen mit der Lehre von Logarithmen behandeln. 

Man sagt, eine Geldsumme sei auf Zinseszinsen ausgelegt, 
wenn die Zinsen, die von dieser Summe nach Verlauf einer 
gewissen Zeit gebracht werden, dem Gläubiger nicht bezahlt, 
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sondern zum Kapital hinzugeschlagen werden und nun selbst 
Zinsen tragen. Der Zeitraum , nach dem die Zinsen auf diese 
Art kapitalisiert werden, umfaßt gewohnlich 6 Monate oder ein 
Jahr; wir beschäftigen uns hier nur mit dem Falle, wo er ein 
Jahr betragt. Wenn also Peter dem Paul 10000 cJC zu b vom 
Hundert auf Zinseszinsen leiht, so bedeutet dies, daß nach Ver- 
lauf eines Jahres Paul dem Peter die 500 oS Zinsen, die die 
10000 cS bis dahin gebracht haben, nicht bezahlt, sondern daß 
von da ab seine Schuld 10500 c/^ beträgt, die wiederum 5 vom 
Hundert Zinsen bringen, also 525 «/^ in einem Jahr. Am Ende 
des zweiten Jahres wird daher die Schuld Pauls 10500 + 525, 
d. h. 11025 c/fC betragen, die im Jahre also 551,25 cJC Zinsen 
bringen. Am Ende des dritten Jahres wird die Schuld Pauls auf 
11025 + 551,25 c/^, also auf 11576,25 oS angewachsen sein usw. 
Auf den ersten Blick scheint bei den Zinseszinsen gar 
keine Aufgabe vorzuliegen, die von der Aufgabe, die einfachen 
Zinsen zu berechnen, wesentlich verschieden wäre, sondern 
nur ein besonderer Fall davon. Allein gerade dieser besondere 
FaU ist bei vielen praktischen Fragen von großer Wichtigkeit 
und verdient daher eine eingehende Untersuchung. Ein zweiter 
Grund für eine solche Untersuchung besteht in den Folgen, die 
die Anlegung eines Kapitels auf Zinseszinsen in der Praxis hat. 
Es kann sehr vemünfbig erscheinen, daß die nicht bezahlten 
Zinsen die Schulden vermehren und selbst Zinsen bringen, allein 
das rasche Anwachsen der Zinsen, die sich während einer 
großen Anzahl von Jahren aufhäufen, führt zu überraschenden 
Summen, die eine besondere Regelung der Anleihen auf Zinses- 
zinsen nötig gemacht haben (Überwachung der Lebens- und 
Alters- Versicherungs-GeseUschaften, des Bodenkredits usw. durch 
den Staat); wir werden sehen, daß die Möglichkeit einer Ver- 
zinsung auf Zinseszinsen ohne jede Regelung zu vollkommen 
unzulässigen Folgen führen würde. 

230. Formel Ar die ZinsesziiiBen. Eine Geldsumme 
von A(J6 sei auf Zinseszinsen zu p vom Hundert ausgeliehen. 

Die Summe Ä tAC bringt in einem Jahre -r^ jfC Zinsen, und 

die Zinsen ergeben, zum Kapital hinzugeschlagen, am Ende 
eines Jahres die Gesamtschuld: 
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Daher gilt die Regel: 

Begel 34. Um den Gesamtwert einer rnn ihre Zinsen ver- 
mehrten Geldsumme am Ende eines Jahres m erhalten, multi- 
pliziert man diese Summe mit dem VerzinsungsfaMor 1 + ^, 

in dem p den Zinsfuß bedeutet. 

Da in dem Yerzinsungsfaktor das Anfangskapital gar nicht 

vorkommt, können wir diese Begel auf die Summe ^4(1 + -^j c4C 

anwenden, die während eines neuen Jahres ausgeliehen wird, 
und finden so, daß nach Verlauf von zwei Jahren die Gesamt- 
schuld auf: 

angewachsen ist. Man kann die Regel 34 abermals anwenden 
und erhält so als Wert der Schuld nach Ablauf des dritten 
Jahres: 

Nach Verlauf von n Jahren betragt daher die Schuld: 



^(l+ifö)"c^, 



und hieraus folgt die Regel: 

Begel 35. JJm den aus Kapital u/nd Zinsen bestehenden 
Gesamtwert einer n Jahre auf Zinseszinsen ausgeliehenen Geld- 
summe Ac/fC zu erhalten, multipliziert man diese Summe A</f( 

mit der n^ Potenz des Verzinsungsfdktors 1 + rl^ • 

281. Anwendungen. Beispiel!. Mne Summe von 10000 cS 
liegt 20 Jahre auf Zinseszinsen o/us, und zwar zu 4 vom Hun- 
dert. Berechne die Gesamtschuld nach Verlauf der 20 Jahre. 

Hier ist: 

-4=10000, 2> = 4, 1 + ^^-^ = 1,04, w = 20. 
Der gesuchte Betrag ist daher: 

10000 . (1,04)«> JC. 
Diesen Ausdruck berechnen wir logarithmisch und finden: 
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log 1,04 =0,0170, 

20 log 1,04 -0,34 

log 10,000 ^ 4 

4,34. 

Der Numerus von 4,34 ist 21880. Mithin ist das gesuchte 
Ergebnis 21880 jfC\ die Summe von 10000 jfC hat sich also 
mehr als verdoppelt. 

Anmerkxmg. Hier war der Logarithmus von 1,04 mit 
20 zu multiplizieren. Aus dem kleinen Fehler bei diesem 
Logarithmus, der durch das Weglassen der Dezimalstellen hinter 
der vierten Stelle entstanden ist, entsteht so bei 20 log 1,04 
ein wesentlich größerer Fehler, und es ist daher bei den Auf- 
gaben über Zinseszinsen nützlich, für die gebräuchlichen Werte 
des Zinsfußes ^ genauere Werte der Logarithmen des Ver- 

zinsungsfaktors 1 + j^ zu haben. Wir geben sie hier genau 

auf 10 Dezimalstellen: 



p 


'+4 


■•»(■ + 5?ö) 


2 


1,02 


0,0086 OOJ 718 


•n 


1,0225 


0,0096 633167 


3 


1,0250 
1,0275 
1,03 
1,0325 


0,0107 238654 
0,0117 818305 
0,0128 372247 
0,0138 900603 


^. 


1,035 


0,0149 403498 


4 


1,0375 
1,04 


0,0159 881054 
0,0170 333393 



Man nimmt jedoch immer nur die Anzahl von Dezimal- 
stellen, die nötig ist, damit sich nach der Multiplikation 4 oder 

5 genaue Dezimalstellen ergeben; im allgemeinen werden also 

6 oder 7 Dezimalstellen genügen. 

Beispiel IL Wdche Summe muß man auf Zinseszinsen 

zu 3 vom Hundert ausleihen^ um in 50 Jahren 1000 cAC zu haben? 

Wird die gesuchte Summe mit x jK bezeichnet, so muß: 

a;(l,03)s<> = 1000 
sein, und es ist daher: 

loga; = 3 — 501ogl,03. 
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Nun ist: 



also wird: 



log 1,03 - 0,0128372 
50 log 1,03 « 0,64186, 



loga: =2,35816. 

Man findet in der Tafel, daß 0,358 den Numerus 2,280 hat; 
folglich ist die gesuchte Summe angenähert 228 Jl. 

Beispiel m. Die Erben eines Hoflieferanten des Kur- 
fürsten Fried/rieh Wilhelm von Brandenbmg fordern von der 
preußischen Krone eine Summe von 234 c/fC, die ihien, wie sie 
behaupten, seit dem 15. Februar 1675, mit Zinseszinsen zu 4 vom 
Hundert seit diesem Tage, geschuldet wird. Welche Summe hätte 
ihnen die preußische Krone am 15. Februa/r 1903 zahlen müssen, 
wenn ihre Forderung für berechtigt erJdärt worden wäre? 

Die Dauer der Schuld ist 1903 - 1675 - 228 Jahre. Mit- 
hin ist, wenn die geschuldete Summe mit XcS bezeichnet wird: 

a; = 234 (1,04)*«». 
Nun ist: 

log 1,04 = 0,0170333 

228 

1362664 
340666 
3 40666 

228 log 1,04 « 3,8835924 
log 234 = 2,3692 

loga? =6,25279. 

Der Numerus von 0,25279 ist angenähert 1,789. Die Summe 
würde sich mithin auf rund 1789000 oS belaufen. 

Beispiel IV. Auf welche Summe wächst eine Schuld von 
1 <AC an, die 1000 Jahre lang zu 2 vom Hundert auf Zinses- 
Zinsen ausliegt? 

Diese Summe sei x JÜ. Dann ist: 

X - (l,02)i««>. 
Mithin wird: 

log X = 1000 . log 1,02 = 8,60017. 

Hieraus folgt, daß angenähert rc == 398100000 ist, also 
beträgt die gesuchte Summe rund 400 Millionen Mark. 
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Aufgaben zu Kapitel XX 

474. Suche das vierte Glied einer arithmetisclien Beihe, deren 
erstes Glied 2 und deren Differenz 6 ist. 

475. Suche das achte Glied einer geometrischen Reihe, deren 
erstes Glied 6 und deren Quotient 2 ist. 

476. Man erzShlt, daß der Erfinder des Schachspiels als Belohnung 
verlangte: 1 Getreidekom für das erste Feld des Schachbretts, 2 Körner 
für das zweite, 4 Körner für das dritte, und so fort, mit beständiger 
Verdoppelung, bis zum 64 sten Feld. Wieviel Getreidekömer hätte man 
ihm far dieses 64ste Feld geben müssen? 

477. Suche die Logarithmen der folgenden Zahlen: 

82,6 0,30923 

3240 82,4264 

60000 0,0082845 

3,02 0,0084597 

0,804 728200000. 

478. Suche die Numeri der folgenden Logarithmen: 

3,342 2,42528 

4,324 2,48884 

0,485 9,57556 

15,284 8,98782 . 

479. Die folgenden Ausdrücke sollen logarithmisch berechnet 
werden: 

_ (0,085)* "1/875000 



y = 



342 • 3,46 • y'2;34 

|/36 y^ 1^26400 

(1,34)«(3,42) 
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480. Berechne den Gesamtwert einer Summe von 500 JL^ die 
8 Jahre lang zu 3 vom Hundert auf Zinseszinsen ausgeliehen worden ist. 

481. Welche Summe muß man zu 4 vom Hundert auf Zinseszinsen 
ausleihen, um nach Verlauf von 75 Jahren 1000000 Ji zu erhalten? 

482. Wieviel Jahre müssen 1000 ci^ zu 4 vom Hundert auf Zinses- 
zinsen ausliegen, damit der Gesamtwert, Kapital imd Zinsen, 1540 JC wird? 

483. Wieviel Jahre muß ein Kapital von 2000 «^ zu 3 vom Hundert 
auf Zinseszinsen ausliegen, damit die Summe des Kapitals und der an- 
gehäuften Zinsen 5000 JC erreicht? 
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Aufgaben zur Wiederholung der Kapitel XIV bis XX 

484. Das System: 

y — 3a: — 4 4y — 4aj 

in dem x und y die Unbekannten und t eine gegebene Zahl bedeutet, 
ist aufzulösen und zu diskutieren. 

485. Von drei zukünftigen Ereignissen Äy Bj C kann nur ein 
einziges mit Ausschluß der anderen eintreffen. Zum Beispiel wird von 
drei Wettlftufem nur einer zuerst eintreffen, von drei Kandidaten nur 
einer gewählt werden usw. Peter schließt Wetten ab unter den 
folgenden Bedingungen. Wenn ihm ein Wettender x JC gibt, indem er 
auf A wettet, so gibt Peter ihm ax JC wieder^ wenn das Ereignis A ein- 
trifft, er gibt ihm aber nichts wieder, wenn das Ereignis A nicht ein- 
trifft; a heißt die Quote von A. Ebenso bezeichnen wir die Quoten 
von B und G mit h und c. Welche Geldbeträge muß man auf die Er- 
eignisse A^ By C wetten, um sicher m o^ zu gewinnen, welches Ereignis 
auch eintreffen möge? Welche Bedingung müssen a, &, c erfüllen^ damit 
alle drei Summen positiv sind? Wenn diese Summen negativ sind, was 
stets der Fall sein wird, wenn Peter nicht zu ungeschickt ist, kann man 
nur die folgende Aufgabe lösen: Man soll es so einrichten, daß man auf 
alle Fälle dieselbe Summe m JC verliert. 

486. Berechne die Seiten eines Dreiecks, von dem die Mittellinien 
gegeben sind. Wann ist das gefundene Dreieck rechtwinklig? 

487. Löse das System: 

^x + y = a, 

[' xy = h. 
Piskussion. 

488. Löse das System: 

a;» + y« = &*. 

Diskussion. Die Aufgabe läßt sich auf die vorhergehende zurückführen. 

489. Löse das System: 

x + y^a, 

rc» + y» = 5». 

Diskussion. Die Aufgabe läßt sich auf Nr. 487 zurückführen, indem 
man rc' + y' durch x + y und xy ausdrückt. Dieselbe Bemerkung gilt 
für die beiden folgenden Aufgaben. 

490. Löse und diskutiere das System: 

x + y = a, 

x*+y* = h\ 

491. Löse und diskutiere das System: 

x-\-yv=a, 

a;» + y» = h\ 
Borel-Stäckel, Die Elemente der Mathematik I 27 
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492. Löse das System: 

rc* + y* + ^* = a*, 

aj' + y' + ^^ = <»'- 

498. Geffeben sei ein Dreieck ABC. Bestimme auf BC einen 
Funkt 0, für den das Parallelogramm, das die Geraden AB, ÄC und 
die durch gezogenen Parallelen zu diesen Geraden zu Seiten hat, 
einen gegebenen Umfang besitzt. 

494. Gegeben sei ein Dreieck ABC^ das bei A rechtwinklig ist. 
Es soll auf ^C ein Pxmkt C so bestimmt werden, daß das Rechteck, 
das die Geraden AB^ AC und die durch gezogenen Parallelen zu 
diesen Geraden zu Seiten hat, einen gegebenen Fl3.cheninhalt besitzt. 

4^6. Gegeben sei ein Dreieck ABC. Unter einem dem Dreieck 
einbeschriebenen Rechteck soll ein Rechteck MNPQ verstanden werden, 
für das M auf AC, N auf AB, P und (g auf 50 liegen. Es soll ein 
solches Rechteck bestimmt werden^ von dem man den Umfang und 
den Flächeninhalt kennt. 

496. Es sei ein Dreieck ^BC gegeben. Es soll ein rechtioinkliges 
Dreieck bestimmt werden, bei dem die Seiten, paarweise genommen, die- 
selben Differenzen haben wie die Seiten des gegebenen Dreiecks. 

497. Von einem Dreieck ABC iat die Seite BC, der Winkel A und 
die zur Ecke A gehörige Höhe gegeben. Berechne die beiden anderen 
Seiten. Diskussion. 

498. Von einem Dreieck ist eine Seite, der Halbmesser des um- 
beschriebenen Kreises und die der Seite entsprechende Mittellinie gegeben. 
Berechne die beiden anderen Seiten. Diskussion. 

499. Von einem Dreieck ist eine Seite, die Summe der beiden 
anderen Seiten und der der ersten Seite gegenüberliegende Winkel A ge- 
geben. Berechne die beiden anderen Seiten. Diskussion. 

500. Es sei eine Kugel mit dem Mittelpunkt und ein kleiner 
Kreis ^C) dieser Kugel gegeben. Mit (Z) möge der kleinere von den 
beiden Teilen bezeichnet werden, in die die Ebene von (C) die Kugel 
zerlegt, und mit (F) der Kegel, der zur Spitze und (C) zur Grund- 
fläche hat. Gegeben ist der Halbmesser der Kugel. Es soll der Ab- 
stand der Ebene von (C) vom Mittelpunkt der Kugel so gewählt werden, 
daß der Flächeninhalt der Kalotte (2) m mal so groß ist als die Seiten 
fläche des Kegels (F). Diskussion. 

501. Die Bezeichnungen sollen dieselben bleiben wie in der vorher- 
gehenden Aufgabe. Bestimme den Abstand der Ebene von (C) vom 
Mittelpunkt der Kugel so, daß der Rauminhalt der Kugelschale (2) 
pmol so groß ist wie der Rauminhalt des Kegels (F). Diskussion. 

502. Von einem Dreieck ist gegeben eine Seite, die Differenz der 
beiden anderen Seiten und der Halbmesser des Umkreises. Berechne 
die Winkel B und C. Diskussion. 
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608. Von einem Dreieck ist der Fiächeninhalt, der Umfang un<} 
ein Winkel gegeben. Berechne die beiden anderen Winkel. Diskussion. 

504. Man betrachtet die Gleichung zweiten Grades in x: 

(1) o;* — 6a; + 6 4- zix^-^bx + 6) = 0. 

Für welche Werte von z werden die Wurzeln dieser Gleichung einander 
gleich? Man bezeichne diese Werte mit e^ und e^ , den gemeinsamen 
Wert der Wurzeln von (1) für z^e^ mit oc^ und ihren gemeinsamen 
Wert für z^^z^ mit x^. Es seien nun x' und x" die Wurzeln von (1) 
für einen beliebigen, von z^ und z^ verschiedenen Wert von z. Berechne 

den Wert des Ausdrucks 7-? — w // -H ^^d beweise, daß dieser Wert 

{x — x^)(x — «i) • 

von z unabhängig ist. 

506. Zwischen zwei gegebene Zahlen a und z n arithmetische 
(oder geometrische) Mittel einreihen, heißt eine arithmetische (oder 
geometrische) Beihe von n-\-2 Gliedern bilden, deren erstes Glied a 
und deren letztes Glied z ist Beihe zwischen 10 und 60 drei arith- 
metische Mittel ein. 

606. Beihe zwischen 1 und 10000 drei geometrische Mittel ein. 

507. Beihe zwischen 10 und 24 sechs arithmetische Mittel ein. 

508. Beihe zwischen 2 und 64 vier geometrische Mittel ein. 

609. Beihe zwischen 1,36 und 2,64 zwanzig arithmetische Mittel ein. 

610. Beihe zwischen 1 und 2 sieben geometrische Mittel ein. 

511. Berechne die Summen der arithmetischen und geometrischen 
Beihen, die in den Aufgaben 606 bis 610 gebildet worden sind. 

512. Beihe zwischen 16 und — 60 vier arithmetische Mittel ein. 
613. Beihe zwischen 10 und 3 sechs geometrische Mittel ein. 

514. Beihe zwischen 4 und — vier geometrische Mittel ein. 

516. Beihe zwischen -j- 1 ^^^ — 1 sechs geometrische Mittel ein. 
516. Bilde die Summen der Beihen in den Aufgaben 612 bis 615. 
617. Gegeben sei der periodische Dezimalbruch: 



0,074074074... 

Er soll in der Form einer geometrischen Beihe mit dem Quotienten 

geschrieben werden. Darauf soll die Summe der n ersten Glieder dieser 
Beihe gebildet und untersucht werden, was aus dieser Sunmie wird, 
wenn n ins Unendliche wächst. 

518. Dieselbe Aufgabe für die periodischen Dezimalbrüche: 



0,308480343034... 

0,266 817 317317... 

519. Es sei ABC ein Dreieck, AH die von A mf BC gefällte 
Senkrechte, H^K^ die von H^ auf BC gefällte Senkrechte, K^H^ die 
von K^ auf BC gefällte Senkrechte, H^K^ die von JET, auf J.(7 gefäUte 
Senkrechte usw. Berechne die Summe dieser Senkrechten nach n-maligem 

27* 
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Verfahren. Was wird ans ihr, wenn n ins Unendliche wächst? Man 
fOhre die Rechnung ans unter Annahme eines gleichseitigen Dreiecks 
mit der Seite AB = 2cm; es soll nacheinander n »= 4, n «^ 10, n = lOOO, 
n 3=1000000 genommen werden. 

520. In einen Kreis wird ein gleichseitiges Dreieck beschrieben. 
In dieses Dreieck beschreibt man einen Kreis, dann in den Kreis ein 
neues gleichseitiges Dreieck, und so fort bis ins Unendliche. Es soll die 
Summe der Flächeninhalte der Kreise, die Summe der Flächeninhalte 
der Dreiecke und die Summe der Dreiecksumfänge berechnet werden. 

521. Gleiche walzenförmige Gegenstände (Holzscheite, tönerne 
Röhren usw.), werden folgendermaßen aufeinander geschichtet. Zuerst 
legt man eine gewisse Anzahl von ihnen nebeneinander auf eine wage- 
rechte Ebene, dann bildet man eine zweite wagerechte Lage, indem 
man die Gegenstände in die Zwischenräume legt, die sich zwischen denen 
der ersten Lage befinden, und so fort, sodafi jede wagerechte Lage 
einen Gegenstand weniger enthält als die vorhergehende. Wie yiele 
Gegenstönde enthält der Haufen, wenn zwölf wagerechte Lagen yor- 
banden sind und die oberste Lage 42 Gegenstände enthält. 

522. Gleiche Kugeln werden zunächst in einer wagerechten Ebene 
in Gestalt eines gleichseitigen Dreiecks aneinander gelegt, indem man 
6 in eine Reihe legt, darauf 4 in eine parallele Reihe, und zwar so, daß 
jede zwei der vorigen berührt, dann 3 in eine neue parallele Reihe, 
dann 2, dann eine. Hierauf legt man neue Kugeln auf die erste Lage, 
Bodaß jede von ihnen auf dreien der darunter liegenden ruht. Man 
erhält so ein neues gleichseitiges Dreieck, von dem jede Seite 4 Kugeln 
enthält anstatt 5. Man fährt so fort, bis man die dreiseitige Pyramide 
durch eine einzige Kugel vollendet hat, die deren Spitze bildet. Welches 
ist die Gesamtzahl der verwendeten Kugeln? Wie groß würde sie sein, 
wenn die Seite des Grunddreiecks 45 Kugeln enthielte? 



SacliregiBter. 

Die Zahlen bedeuten Seiten. 



Abhängige Veränderliche 272. 

Abnehmmde Funktion 274, bestän- 
dig a. F. 274. 

Abschnitte einer Geraden auf den 
Koordinatenachsen 291. 

Absolute Primzahlen 67, a.r Wert 
einer algebraischen Zahl 141, a.s 
Maximum und Minimum eines 
Trinoms 344. 

Abstand^ geometrischer A. zweier 
Punkte auf einer Achse 141, 
164—166. 

Abszisse eines Punktes auf einer 
Achse 162, 281, 283, Änderung 
des Anfangspunktes der A.n 167 
— 168, A, als Koordinate eines 
Punktes auf einer Geraden 174, 
positive und negative A.en 281 
—282. 

Abszissenachse 283. 

Achse 140, Bestimmung einesPunktes 
auf einer A. 161 — 165, Anfangs- 
punkt auf einer A. 162, Skala 
auf einer A. 162, A. der Parabel 
344. 

Addition der ganzen Zahlen 9 — 15, 
A. einer Differenz 16, A, durch 
Fingerrechnen 11, ^. von Ziffern 
11, ^. der gewöhnlichen Brüche 
89—91, A. der Dezimalbrüche 
99 — 100, A. der algebraischen 
Zahlen 139—148, A. der algebra- 
ischen Brüche 166—157, A. der 
Monome 187, 198, A. der Poly- 
nome 194 — 196, Elimination durch 
A. 226—233. 

Ähnliche Monome 187. 

Algebraische Formel 121, a.r Aus- 
druck 121, rationaler a.r Aus- 
druck 185, a. Zahlen 139, a. 



Summe 140, a. Maßzahl einer 
Strecke 141, a.r Wert einer 
Strecke 141, 164, a. Brüche 156 
—167. 

Änderung des Anfangspunktes 167 
—168. 

Anfang der Zeit 165, Änderung 
des A.8 der Zeit 168. 

Anfangspunkt auf einer Achse 162, 
A. der Abszissen 162, Änderung 
des A.S der Abszissen 167 — 168. 

Angenäherte Quotienten 102 — 106« 

Anhängen von Nullen bei Dezimal- 
brüchen 99. 

Anordntmg der Rechnungen beim 
Gebrauch der Logarithmen 409 
—411. 

Ansatz der Aufgaben ersten Grades 
249, A, der Aufgaben zweiten 
Grades 366—366. 

Ansetzen einer Null 41. 

AntHogarithmus 401. 

Anzahl 3 — 8, Grundsatz von der 
Unveränderlichkeit der A. 6, 9, 
16, 28, Schreibung einer A. 4—6, 
Gleichheit zweier A.en 6 — 7, 
größer und kleiner bei A.en 6, 
6 — 7, Ordnung der A.en 7 — 8. 

Äquivalente Systeme von Glei- 
chungen 216. 

Äquivalenz zweier Systeme von 
Gleichungen 222, 226—226. 

Arithmetische Reihen 391, 392, 894 
—397, fallende a. R. 392, stei- 
gende a. R. 392. 

Arithmetik im Gegensatz . zun^ 
Rechnen 46. 

Asymptoten einer Kurve 372 — 373, 
A. der gleichseitigen Hyperbel 
373, 388. 
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Äufgciben^ Diskussion der Ä. 210, 
Ä. Yom ersten Grade 248, Wahl 
der unbekannten bei den Ä. vom 
ersten Grade 248—249, Auf- 
stellung der Gleichungen bei den 
A. vom ersten Grade 249 — 251, 
Diskussion des Ergebnisses bei 
den A. vom ersten Grade 251, 
A, ersten Grades mit einer Un- 
bekannten 251 — 252, A. ersten 
Grades mitmehrerenünbekannten 
256—258^ A. zweiten Grades 855. 

AuflMwng der Gleichung ersten 
Grades 211 — 213, A. eines Systems 
von Gleichungen ersten Grades 
durch das Einsetzungsverfahien 
216 — 222, A. eines Systems von 
Gleichungen ersten. Grades durch 
Elimination 226->283, A. der 
allgemeinen Gleichung zweiten 
Grades 314—815, 316. 

Aufstellung der Gleichungen bei 
den Aufgaben vom ersten Grade 
249—251. 

Ausdrücke, algebraische A, 121, 
rationale algebraische A. 185, 
Wert algebraischer A. 121, Be- 
rechnung algebraischer A. 122 
—126, identische A. 126, Um- 
formung algebraischer A. 126, 129. 

Ausgezeichnete Werte bei der Dis- 
kussion von Gleichungen zweiten 
Grades 883—836. 

Ausrechnung der Lösung eines 
Systems von zwei Gleichungen 
ersten Grades 228—238. 

Brannte Größen 192. 

Bena/nnte Zahlen 45—47. 

Benennung einer Zahl 45—46. 

Berechnung algebraischer Aus- 
drücke 122—126. 

Bestimmte Gleichung ersten Grades 
215. 

Bestimmung eines Punktes auf einer 
Achse 161—165, B. eines Er- 
eignisses in der Zeit 165 — 167, 
JB. eines Punktes auf einer Ge- 
raden durch eine homogene Ko- 
ordinate 174—178. 



Bestimmungsgleichung 208. 

Bewegung, gleichförmige 169 — 170, 
graphische Darstellung der gleich- 
förmigen B. 298—800. 

Binom 189, B. ersten Grades 272, 
Verlauf des B^ ersten Grades 
273 — 277, graphische Darstellung 
des B,8 ersten Grades 285—292. 

Brennpunkt der Parabel 849. 

Bru>eh, gewöhnlicher B. 79 — 94, 
^.strich 80, echter B. 83, un- 
echter B. 83, Herausnehmen der 
Ganzen aus einem B. 84, ver- 
schiedene Schreibungen eines B^ 
84 — 87, Erweitem, Kürzen, Heben, 
Vereinfachen eines B.8 85—87, 
irreduzibler B, 86 — 87, gleich- 
namige Brache 87 — 89, ungleich- 
namige B, 87 — 89, Haupt- 
nenner mehrerer B, 88 — 89, Ad- 
dition der B. 89—91, Subtraktion 
der B. 91—92, Multiplikation 
der B. 92—94, Division der B. 
94, Dezimalfe. 98—112, Verwand- 
lung gewöhnlicher B. in Dezimal- 
brüche 104—106, algebraische B, 
166—157, rationale B. 200—202, 
Pole eines B.8 379. 

Buchstaben, Anwendung der B. 
119—122, Wert eines B. 120, 
B, bedeuten nie benannte Zahlen 
121, Wahl der B. 127—129, 
griechische B. 128, B. mit In- 
dizes 129, B. für konstante 
Größen 208, B. für unbekannte 
oder veränderliche Größen 208. 



Darstellung, graphische 278—284, 
gr. D, der Temperatur 278—282, 
gr. Z>. des Binoms ersten Grades 
285—292, gr. D. der gleichför- 
migen Bewegung 298 — 300, gr. 
D. der Eisenbahnfahrpläne 300 bis 
303, gr. D. des Trinoms zweiten 
Grades 337 — 349, gr. D. der homo- 
graphischen Funktion 881—888. 

Determinante eines Systems von zwei 
Gleichungen ersten Grades 227, 
Verschwinden der D. 233—236. 



Sacbtegistet 
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Dezimalbrüche 98— -112, ehifaöhfe 
D. 98, ganzzahliger Teil eijies 
I),8 98, Addition der D. 99 bis 
100, Subtraktion der D. 100, 
Multiplikation d«r D. 100—101, 
Division der D. 101—102, Ver- 
wandlung gewöhnlicher Brüche 
in D. 104—106, periodische D. 
898, 419. 

Bezimale Zählung 8 — 8. 

Dezimalstetten 98—99. 

Dezimalsystem 4, Schröibung einer 
Anzahl im D. 4—5, 6. 

Dezim^zahl ^^, 

Differenz gknzer Zahlen 16 — 21, 
Addition und Subtraktion einer 
Z>. 16 — 17, 149, Multiplikation 
einer D, mit einer Zahl 28—29, 
D. benannter Zahlen 46, Teilbar- 
keit einer D. ganzer Zahlen 49 
— 61, D. einer arithmetischen 
Reihe 891. 

DisJcriminante einer Gleichung zwei- 
ten Grades 816. 

Diskumon der Aufgaben 210, D. 
der Gleichung ersten Grades 218 
— 216, D. des Ergebnisses bei 
den Aufgaben vom ersten Grade 
261, Beispiel der D. einer Auf- 
gabe ersten Grades mit mehreren 
Unbekannten 261—267, D. von 
Gleichungen zweiten Grades 331 
—837, ausgezeichnete Werte bei 
der D. von Gleichungen zwei- 
ten Grades 338—386, zulässige 
Werte bei der D. von Gleichungen 
zweiten Grades 336—387, JD. der 
Aufgaben zweiten Grades 866 
—356, 366—860, 362—366, 866 
—368. 

Dividend/m 36. 

Division ganzer Zahlen 36 — 47. 
D, durch Null 36, 177, 200, 209, 
Rest bei der D. 36, Gimndglei- 
chung der Z>. 88, D. bei benannten 
Zahlen 46—47, D. als Teilung 
46—47, D. als Verteilung 47, D. 
einer ganzen Zahl durch ein Pro- 
dukt 53—54, D. von Primzahl- 
produkten 76 — 77, D. der ge- 



wöhnlichen Brüche 82, 94, D. 
der Dezimalbrüche 101—102, D. 
der positiven und negativen 
Zählen 163—157, D. der alge- 
braischen Brüche 167, D. der 
Monome und Polynome 190 — 200. 

Divisor 86. 

Doppelte Unbestilnmtheit eines Sy- 
stems von Gleichungen ersten 
Grades 236, 266. 

DoppeliDUrzel feiner Gleichung zw^ei- 
ten Grades 316, 818, 364, 359 
— S6Cf. 

JEJchte Brüche 8), 168, Logarithmen 
e. r Brüche 408. 

Eindeutigkeit der Lösung einer 
Gleichung ersten Grades 216, E. 
der Lösung eines Systems von 
zwei Gleichungen ersten Grades 
228. 

Einfache Unbestimmtheit eines 
Systems von Gleichungen ersten 
Grades 234. 

Einheiten 4, 6, 10, 14, E.en höherer 
Ordnung 4, 6, 11, E.en bei den 
Dezimalzahlen 99. 

Einsetzen von Werten der unbe- 
kannten oder veränderlichen 
Größen in eine Gleichung 208. 

Einsetzungsverfahren bei der Lö- 
sung der Systeme von GliBichungen 
ersten Grades 216—217. 

Eisenbahnfährpläne y graphische 
Darstellung dier E. 800—803. 

Elimination durch Addition 226 
—238. 

Entfernung zweier Punkte auf einer 
Achse 141, 164. 

Entgegengesetzte Strecken 142, e. 
Maßzahlen zweier Strecken 142, e. 
Zahlen 142, 149. 

Ereignis 144, Bestimniung eines 
E.es in der Zeit 165-7167. 

Erste Ziffer einer Zahl 4. 

Erweitern eines Bruchs 05^87, 166, 
201. 

Eocpon&nt einer Potenz 84. 

Fahrpläne, graphische Darstellung 
der Eisenbahn/*. 300—808. 
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Faktoren eines Produkts 24, Yer- 
tauBchnng der jP. 26—27. 

Fall der TJnbestimmiheit bei der Lö- 
Btmg einer Gleichung ersten Gra- 
des 214—216, F. d. U. bei der 
Lösung eines Systems von Glei- 
chungen ersten Grades 217 — 218. 

Faü der XJnmöglidikeit bei der Lö- 
sung einer Gleichung ersten Gra- 
des 214— 215, F.d. U. bei der 
Lösung eines Systems von Glei- 
chungen ersten Grades 217 — 218. 

Fallende arithmetische Reihen 392, 
f. geometrische Reihen 398 — 394. 

Fingerrechnen 11, 18. 

Formel, algebraische 2^. 121. 

Formen^ kanonische F, des Trinoms 
zweiten Grades 324—326. 

Funktion 272, lineare F. 273, 288, 
wachsende F. 274, beständig 
wachsende F. 274, abnehmende 
jP. 274, beständig abnehmende 
F, 274, konstante F. 274—276, 
allgemeine Untersuchung der li- 
nearen F. 289 — 291, homogra- 
phische F. 371—388, singulärer 
Fall der homographischen F. 386 
—388. 

Game Zahlen 7, wachsende Ord- 
nung der ^. Z. 8, natürliche Reihe 
der g. Z. 8, Addition der g, Z. 
9 — 16, Summe mehrerer gm Zah- 
len 9 — 16, Subtraktion der g.n 
Z. 15 — 21, Multiplikation der g.n 
Z. 24 — 34, Division der g.n Z. 
36 — 47, 51 — 54, genauer Quotient 
zweier g.n Z. 83. 

Gebiet, das eine Veränderliche 
durchlauft 277. 

Gemeinsam^ g.er Teiler ganzer Zah- 
len 60 — 64, g.^ Vielfaches ganzer 
Zahlen 64—65, g. Teiler von Poly- 
nomen 202, ^.es Vielfaches von 
Polynomen 202. 

Genauer Quotient zweier ganzen 
Zahlen 83. 

Geometrische Reihen 392—394, 397 
—398, 398—399, fallende ^.R. 393 
—394, steigende g. R. 393—394. 



Geordnete Polynome 191—193, 197 
—198. 

Gerade, Bestimmung eines Punk;tes 
auf einer G.n durch eine homo- 
gene Koordinate 174 — 178, Ge- 
rade als besonderer Fall der 
Kurve 289, Abschnitte einer G.n 
auf den Koordinatenachsen 291, 
Richtungsgröße einer G.n 292 — 
293. 

Geschwindigkeit der gleichförmigen 
Rewegung 169, G. gleich der 
Richtnngsgröße bei der gra- 
phischen Darstellung der gleich- 
förmigen Bewegung 298. 

Gesetz der Temperatur 286. 

Gesprochene Zählung 34. 

Gewöhnliche Brüche 79 — 94, g. Lo- 
garithmen 399. 

Gleichförmige Bewegung 169 — 173, 
graphische Darstellung der g. B. 
298—300. 

Gleichiheit zweier Anzahlen 5 — 7, 
Zeichen der G. 7, G. von Brüchen 
85, G. zweier Strecken 141. 

Gleichnamige Brüche 87—89. 

Gleichimg 7, 10, G, der gleichför- 
migen Bewegung 170 — 171, 172 
— 173, Allgemeines über G.en 
207—210, linke und rechte Seite 
einer G. 207, Glieder einer G. 
207, G.en mit einer Unbekannten 
207, G.en mit zwei Unbekannten 
207, G.en mit zwei Veränder- 
lichen 207, Bestimmungs^. 208, 
Lösung einer G. 208, Grad einer 
G. 209, G. ersten Grades 210, be- 
stimmte, unbestimmte, unmög- 
liche G. ersten Grades 215, 225 
— 226, Systeme von 6r.ew 215—216, 
äquivalente Systeme von G,en 
215, Systeme von G.en ersten 
Grades 216 — 236, Lösung der 
Systeme von G.en ersten Grades 
durch das Einsetzungsverfahren 
216 — 217, G.en zweiten Grades 
mit einer Unbekannten 310 — 337, 
Normalform der G. zweiten Grades 
311, Auflösung der allgemeinen 
G. zweiten Grades 314 — 316, 
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Bezieliiuigeii zwischen Wurzeln 
und Eoeffizienten bei der G. zwei- 
ten Grades 317 — 319, Vorzeichen 
der Wurzeln einer G. zweiten Gra- 
des 329, Yergleichung einer ge- 
gebenen Zahl mit den Wurzeln 
einer G. zweiten Grades 830 — 331, 
Diskussionen yon G,en zweiten 
Grades 381 — 337, ausgezeichnete 
Werte bei der Diknssion von G,en 
zweiten Grades 333 — 386, zu- 
lässige Werte bei der Diskussion 
von G.en zweiten Grades 336 — 
337, allgemeine homographische 
G. in zwei Veränderlichen 376. 

Glied als gemeinsamer Name für 
Summandus, Minuendus und Sub- 
trahendus 17, G. einer Klammer 
17, 6r. eines Polynoms 189, ähn- 
liche G,er eines Polynoms 189, 
von X unabhängiges G. 192, G.er 
einer Gleichung 207, G.er einer 
Gleichung zweiten Grades 310 
bis 311, G.er einer arithmetischen 
Reihe 391, G.er einer geometri- 
schen Reihe 393. 

Grad eines Monoms 190, G. eines 
Polynoms 190—191, G. eines ra- 
tionalen Bruchs 201, G. einer 
Gleichung 209, Gleichung ersten 
G.es 210, Ungleichheiten ersten 
G.e8 239 — 240, Aufgaben vom 
ersten G.e 248, Gleichungen zwei- 
ten G.es 310—837, Ungleichheiten 
zweiten 6r.es 327—829. 

Graphische Darstellung 278 — 284, 
gr. D. der Temperatur 278—281, 
gr. D. des Binoms ersten Grades 
286—291, gr. D. der gleichför- 
migen Bewegung 298 — 800, gr. 
D. der Eisenbahnfahrpläne 300 
— 303, gr. D. des Trinoms zwei- 
ten Grades 337—849, gr. D. der 
homographischen Funktion 381 
—388. 

Gfröße, Begriff der G. 79, Gegensatz 
von G. und Individuum 80, be- 
kannte und unbekannte G.n 192, 
veränderliche G.n 192, konstante 
G.n 208. 



Größer bei Anzahlen 6, 6 — 7, gr. 

bei algebraischen Zahlen 163. 
Ghrößter gemeinsamer Teiler 60 — 64. 
Gnmdgleichtmg der Division 38 — 39. 
GnmdscUz von der Unveränderlich- 

keit der Anzahl 6, 9, 16, 28. 
Grundzahl einer Potenz 34. 

Hauptnenner mehrerer Brüche 88 
—89, 201—202. 

Heben eines Bruchs 86 — 87, 166. 

HercMsnehmen der Ganzen aus 
einem Bruch 84. 

Homogene Koordinate eines Punk- 
tes auf einer Geraden 174. 

Homographische Funktion 871 — 388, 
allgemeine h. Gleichung in zwei 
Veränderlichen 376, graphische 
Darstellung der h. Funktion 381 
— 886, singulärer Fall der h. 
Funktion 386—888. 

Hyperbel (gleichseitige) 372 — 374, 
Asymptoten der H 872 — 873, 
Symmetriezentrum und Symme- 
trieachsender H. 378—374, Mit- 
telpunkt der H. 374. 

Identische Ausdrücke 126, 198. 
Identität 126, 198, 207. 
Individuum, Gegensatz von Größe 

und I. 80. 
Indizes der Buchstaben 129. 
Ineinafiderschachteln von £[lammem 

126. 
Irreduzible Brüche 86—87. 

Kanonische Formen des Trinoms 
zweiten Grades 324—826. 

Kennziffern der Logarithmen 407= 
408. 

Klammer 10, Jl. als gemeinsamer 
Name für Summe und Differenz 
17, Multiplikation einer K. mit 
einer Zahl 29, K.n bei alge- 
braischen Ausdrücken 123, K.n 
als Schriftzeichen 128, K.n als 
Zeichen für Ausdrücke 128, In- 
einanderschachteln von K.n 126, 
Weglassen von Vorzeichen vor 
K.n 149. 
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Kleiner bei Anzahlen 6, 6 — 7, K. 
bei algebraischen Zahlen 163. 

Kleinstes gemeinsames Yielfaches 
64—65. 

Koeffijsieni eines Monoms 186, Ken 
einer Gleichnng zweiten Grades 
311, Beziehungen zwischen Ken 
nnd Wurzeln einer Gleichung 
zweiten Grades 317 — 319. 

Kolonnen 189. 

Konstante Größen 208, K. Funktion 
274—276: 

Koordinate eines Punkteis auf einer 
Geraden 174, homogene K. eines 
Punktes auf einer Geraden 174, 
kartesischejr.n eines Punktes 283. 

Koordinatenachsen 283. 

Koordinatenanfang 283. 

Koordinatensystem, kartesisches K 
282—285. 

Krumme Linie 289. 

Kurve 289, Unterachied zwischen 
K und krummer Liiiie 289, K. 
y => X* 387, IT. y = ax* 339— 
341, Ky ^ 1/a?, 371 — 374, K 
y =» c/x 374—376. 

KiMTZen eines Bruchs 85—87, 156, 
201. 

Ziänge einer Strecke 142. 

Längeneinheit 141, L,en bei der 
Abszisse uiid Ordinate 281. 

Leitlinie der Parabel 349. 

Letzte Ziffer einer Zahl 4. 

Lineare Verbindungen von Glei- 
chungen eines Systems 223, L. 
Funktion 273—288, allgemeine 
Untersuchung der l. F. 289—291. 

Linie, krumme L. 209, gerade L. 
289. 

Linke Seite einer Gleichung 207. 

Logarithmen 398—411, gewöhnliche 
L. 399, Tafeln der gewöhnlichen 
L. zu 4 Dezimalen 399 — 401, 
Mantissen der L, 399^ Grund- 
eigenschaften der L. 403 — 406, 
L. der Zahlen, die größer als 10 
sind 406 — 408, L. der positiven 
echten Brüche 408—409, Kenn- 
ziffern der L. 407 — 408, Rechnen 



mit L. 409—411, L. von Ver- 
zinsQngsfaktoren 4l4. 
Losung einer Gleichung 21)8, L. 
eines Systems von. Gleichungen 
215,üiibestimmtheit oder Unmög- 
lichkeit der L. eines Systems von 
Gleichungen ersten Grades 217 
— 218, Ausrechnung der L, eines 
Systems von zwei Gleichungen 
ersten Grades 229—233, L.en der 
Aufgaben zweiten Grades 355 
—366. 

Mantisse eines Logarithmus 899. 

Maßzahl, algebraische M. einer 
Strecke 141 , entgegengesetzte 
M.en zweier Strecken 142. 

Maximum des . Trinoms 344 — 348. 

Med/izinische Temperaturen 294 — 
296. 

Menge von Gegenständen 3. 

Minimum des Trinoms 344—348. 

Jifinuendus 15. 

Mittelptmkt der gleichseitigen Hy- 
perbel 374. 

Monome 185—202, ähnliche M. 187, 
Addition und Subtraktion der M. 
187— 188, 193, Grad eines M,s 190, 

• Multiplikation der M. 195—197, 
Division der M. 199, Division 
eines Polynoms durch ein M. 
199—200, Teilbarkeit der M, 199. 

MültipUkandus bei benannten Zah- 
len 46. 

Multiplikation der ganzen Zahlen 
04^34, M. eiiner Sumniie mit 
einer Zahl 28—29, 156, M. einer 
Differenz mit einer Zahl 28—29, 
M. einer Klammer mit einer Zahl 
29, M, mit einer benannten Zahl 
46, M. von Primzahlprödukten 
74-76, M. der getröhnlichen 
Brüche 82, 92—94, M, der Dezi- 
malbrüche 100—101, M, der posi- 
tiven und negativen Zahlen 153 
bis 157, M. der algebraischen 
Brüche 167, M. der Monome und 
Polynome 195-198. 

Multiplikator bei benannten Zahlen 
46, M.en bei linearen Verbin- 
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düngen der Gleichungen eilies 
Systems 223, M,en bei der Lö- 
sung eines Systems von Glei- 
chungen ersten Grades durch 
Elimination 226—233. 

Nat'ä/rUche Beihe der ganzen Zahlen 
8, n. Reihe der Primzahlen 67. 

Negative Zahlen 136—167, n, Rich- 
tung 136, n. Zeiten 144, n. Kenn- 
ziffern der Logarithmen 408. 

Neigung gerader Linien in der To- 
pographie 298—294. 

Nenner eines Bruchs 81. 

Neunerprobe 68—60, 66. 

Normälform der linearen Gleichung 
213, N. der Gleichimg zweiten 
Grades 811. 

Null als Ziffer 3, N. beim Produkt 
26, Divisor von N. verschieden 
36, 200, 209, Ansetzen einer N. 
41, N, bei Dezimalzahlen 99, An- 
hängen von N.en bei Dezimal- 
brüchen 99. 

Ntdlstellendes Trinoms zweiten Gra- 
des 323. 

Numeri 399, auch Antilogorithmen 
genannt 401, Tafebi der N, zu 
4 Dezimalen 400—401, Aufsuchen 
der N. in den Tafeln der Loga- 
rithmen zu 6 Dezimalen 403. 

Ordinate 281, 283, positive und 
negative O.n 281—282. 

Ordinatenächse 283. 

Ordntmg der Anzahlen 7 — 8, wach- 
sende 0. der ganzen Zahlen 8, 0, 
der Dezimalstellen 98—99. 

I'ardbel 341, Scheitel der P. 343, 
Achse der P. 344, Scheiteltan- 
gente der P. 344, Symmetrieachse 
der P. 339 — 344, geometrische 
Erklärung der P. 349, Brenn- 
punkt der P. 349, Leitlinie der 
P. 349, Parameter der P. 349. 

Parameter der Parabel 349. 

Partes proportionales 402. 

Periodische Dezimalbrüche 398, 419. 

Pole eines Bruches 379. 



Polynom 188, Glied eines P.s 189, 
ähnliche Glieder eines P. 189, 
Grad eines P.s 190—191, geord- 
nete P.C 191—193, Addition der 
P.e 194—196, Subtraktion der 
P,e 194—196, Multiplikation der 
P.e 196 — 198, Division eines P,s 
durch ein Monom 199 — 200, Quo- 
tienten von P.n 200—202, klein- 
ster gemeinsamer Teiler von P.n 
202, kleinstes gemeinsames Viel- 
faches von P.W 202. 

Positive Zahlen 186—167, p. Rich- 
tung 136, p. Zeiten 144. 

Potene 84. 

Primfaktoren 72. 

Primteiler 68 

Primzahlen 67—78, Tafeln der P. 
69—71. 

Produkt ganzer Zahlen 24, P. zweier 
Paktoren 24 — 26, P. mehrerer 
Faktoren 26 — 27, Yertauschxmg 
der Faktoren bei einem P. 26 — 
27, Teilbarkeit eines P.« 61—63, 
Division eines P.s durch eine 
ganze Zahl 61 — 63, Division einer 
ganzen Zahl durch ein P. 63 — 64, 
P. positiver und negativer Zahlen 
163—166. 

Proportional 269, Partes proportio- 
nales 402. 

Punkt, Bestimmung eines P.es auf 
einer Achse 161 — 166, Bestim- 
mung eines P.es auf einer Ge- 
raden durch eine homogene Koor- 
dinate 174—178, Verhältnis, in 
dem ein P eine Strecke teilt 174. 

Quadrat einer ganzen Zahl 34, Q. 
der Summe zweier Zahlen 107, 
Q. eines Bruches 107 — 108, voU- 
konmienes Q. 108. 

Qu^adratwurzel 108 — 109 , ange- 
näherte Q. 109—112, Q. im Fehl- 
betrage bis zu einer Einheit 109. 

Quadratzahlen 108. 

Quersufkme einer ganzen Zahl 67, 
erste, zweite, . . ., letzte Q, 67 
—69. 

Quotient bei ganzen Zahlen 36, Q. 
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im Eehlbetrage 37, Q. im Ober- 
schuß 87, genauer Q. zweier gan- 
zen Zahlen 83, angenäherte Q.en 
102 — 106, Q,en von Polynomen 
200, Q. einer geometrischen Reihe 
892. 

Mcmg eines Gliedes einer arithme- 
tischen Beihe 891, B. eines Glie- 
des einer geometrischen Reihe 
393. 

Bationale algebraische Ausdrücke 
186, r. Brüche 200—202. 

Bechenregeln bei der Addition gan- 
zer Zahlen 10—16, B. bei der 
Subtraktion ganzer Zahlen 18 — 
21, B. bei der Multiplikation 
ganzer Zahlen 30 — 88, B. bei der 
Division ganzer Zahlen 40—47, 
B. der Neunerprobe 69 — 60, B. 
für angenäherte Quotienten 108 
bis 104, B. für die Ausziehung 
der Quadratwurzeln 110 — 112. 

Bechnen im Gegensatz zur Arith- 
metik 46. 

Bechte Seite einer Gleichung 207. 

Begistrierthermometer 279 — 280. 

Beihe, natürliche B. der ganzen 
Zahlen 8, natürliche B. der Prim- 
zahlen 67. 

Beulen, arithmetische B, 891 — 392, 
894—397^ 398—399, geometrische 
B, 392—394, 397—898. 

Beihenfolge der Glieder und Klam- 
mem beim Vereinigen 17, B. der 
Faktoren bei einem Produkt 26 
— 27, 93, B. der Rechnungen 
bei algebraischen Ausdrücken 
123 — 126, B. bei der Summation 
algebraischer Zahlen 147. 

Belativ prim bei ganzen Zahlen 60. 

Best bei der Division ganzer Zah- 
len 36—88. 

Beziproke Zahlen 94, 167. 

Bichtung, positive und negative B. 
136, 140. 

Bichtv/ngsgröße einer Geraden 292 
— 293, Ausdruck der B. durch 
die Zuwächse von x und y 296 
— 297, B. gleich der Geschwin- 



digkeit bei der graphischen Dar- 
stellung der gleichförmigen Be- 
wegung 298. 

Scheitel der Parabel 843. 

Scheiteltangente der Parabel 344. 

Schreibung einer Anzahl im Dezi- 
malsystem 4 — 6, 6, verschiedene 
Sch.en eines Bruchs 84 — 87. 

Seite, linke und rechte S. einer 
Gleichung 207, S. einer Ungleich- 
heit 237. 

Sieb des Eratosthenes 69, 70. 

Singtdärer Fall der homographi- 
schen Funktion 386—888. 

Sinn einer Ungleichheit 286 — 239. 

Skala auf einer Achse 162. 

Soll tmd Haben 146—146. 

Steigende arithmetische Reihen 392, 
8t geometrische Reihen 393 — 394. 

Stelle (Stellung) der Ziffern bei den 
Dezimalzahlen 99. 

Strecke 140, Gleichheit von S,n 141, 
algebraische Maßzahl einer /S. 141, 
algebraischer Wert einer S. 141, 
164, entgegengesetzte S.n 142, 
Summe zweier S.en 142, Länge 
einer S. 142, Verhältnis, in dem 
eine S. durch einen Punkt ge- 
teilt wird 174. 

Sttbtrdhendtts 16. 

Subtraktion der ganzen Zahlen 15 
— 21, S. als Umkehrung der 
Addition 16, 20, S, ein Summe 
16, S, durch Fingerrechnen 18, 
S. von Ziffern 21, S. von be- 
nannten Zahlen 46 — 46, S, von 
gewöhnlichen Brüchen 91—92, S. 
von Dezimalbrüchen 100, S. von 
algebraischen Zahlen 148 — 160, 
S. von algebraischen Brüchen 166, 
S, von Monomen 187, 198, S. von 
Polynomen 194—196. 

Summe zweier ganzen Zahlen 9, S. 
mehrerer ganzen Zahlen 9 — 16, 
Subtraktion einer S. 16, Multi- 
plikation einer S. mit einer Zahl 
28—29, S. benannter Zahlen 46, 
Teilbarkeit einer S. ganzer Zah- 
len 49, algebraische S. 140, 8. 
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zweier Strecken 142, Addition 
einer S. algebraischer Zahlen 147, 
S, der Glieder einer arithmeti- 
schen Beihe 894—396, 8. der 
n — 1 ersten ganzen Zahlen 394 
— 396, S. der n ersten ungera- 
den Zahlen 395—396, S. der Qua- 
drate der n ersten ganzen Zahlen 
396—897, S. der Glieder einer 
geometrischen Reihe 397 — 398. 

Summand 9. 

Symmetrieachse der Parabel 339 bis 
344, S.n der gleichseitigen Hy- 
perbel 373—874. 

Symmetriezentrum der gleichseitigen 
Hyperbel 373—374. 

System von Werten veränderlicher 
Größen 207, S. von Gleichungen 
216 — 216, äquivalente S.e von 
Gleichungen 216, 222, 226, S. von 
Gleichungen ersten Grades 216 
— 236, lineare Verbindungen der 
Gleichungen eines S^ 223, Ver- 
schwinden der Determinante eines 
S.8 von zwei Gleichungen ersten 
Grades 227. 

TaibeUe von Strichen 3 — 4, 6. 

Tafeln der Primzahlen 69—71, T. 
der gewöhnlichen Logarithmen 
zu 4 Dezimalen 399—400, T. der 
Numeri zu 4 Dezimalen 401, T. 
der gewöhnlichen Logarithmen zu 
5 Dezimalen 401—403. 

Teilbarkeit ganzer Zahlen 37, 49 — 
64, T. einer Summe 49, T. einer 
Differenz 49, T. eines Produkts 
51, T. durch zwei und fünf 55 — 
66, T, durch neun 56—58, T. 
durch drei 58 — 69, T. der Mo- 
nome 199, T eines Polynoms 
durch ein Monom 200. 

Teiler y größter gemeinsamer T. 
ganzer Zahlen 60 — 64, größter 
gemeinsamer T. von Polynomen 
202. 

Teilimg bei benannten Zahlen 47. 

Tem^rattir, graphische Darstellung 
der T. 278—281, Gesetz der T 
286, medizinische T.en 294—296. 



Topographie 293—294. 

Trinom 189, T zweiten Grades 310, 
322, Untersuchung des T.8 zwei- 
ten Grades 822—849, Nullstellen 
des T.8 zweiten Grades 323, ka- 
nonische Formen des Ts zweiten 
Grades 324—326, Vorzeichen des 
T.8 zweiten Grades 326 — H27, Ver- 
lauf des T.8 zweiten Grades 387 
—349, graphische Darstellung des 
T.8 zweiten Grades 337 — 349, 
Maximum und Minimum des T,8 
344—348. 

Überhöhungen in der Topographie 
294. 

Umformung algebraischer Aus- 
drücke 126, 129. 

Umkehrung der Addition 16, 20, 
148, U der Multiplikation 36, 166. 

Unabhängig^ von x u.es GUed 192, 
u.e Veränderliche 272. 

Unabhängigkeit der Summe von der 
Reihenfolge der Summanden 9 
—10, 147. 

Unbekamite Größen 127, 192, 207. 

Unbestimmt^ u,er Wert des Quotien- 
ten Null durch Null 209, u.e Glei- 
chung ersten Grades 214. 

Unbestimmtheit^ Fall der U bei der 
Lösung eines Systems von Glei- 
chimgen ersten Grades 217 — 218, 
234, einfache U. 234, doppelte U. 
236, 256. 

Unechte Brüche 83, 163 

Unendlich femer Punkt einer Ge- 
raden 176—178. 

Unendlich groß bei homogenen Koor- 
dinaten 177, u. groß bei Brüchen 
200, u. große Lösungen bei Glei- 
chungen ersten Grades 214. 

Ungleichheit^ Zeichen der ü. 7, Zah- 
len- [J.cn 236, Sinn einer U 236 
—239, Seiten einer U. 237, Uen 
ersten Grades 239 — 240, Uen 
zweiten Grades 327—329. 

Ungleichnamige Brüche 87 — 89. 

Unmögliche Gleichung ersten Gra- 
des 214. 

Unmöglichkeit^ Fall der CT., bei der 
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Lösung eines Systems von Glei- 
chnngen ersten Grades 217—218, 
284, ü. einer Aufgabe 261, 255, 
353, 359, 364, 368. 
Unvercmderlichkeity Grundsatz von 
der U, der Anzahl 6, 9, 16, 28. 

Veränderliche Größen 192, 207, un- 
abhängige und abhängige F. 272. 

Verbindungen, lineare F. von Glei- 
chungen eines Systems 223. 

Vereinfachen eines Bruchs 86, 291. 

Vereinigen als gemeinsamer Name 
von Addieren und Subtrahieren 
17, F. benannter Zahlen 46. 

Vergleichung einer gegebenen Zahl 
mit den Wurzeln einer Gleichimg 
zweiten Grades 330 — 331. 

Verhältnis, in dem ein Punkt eine 
Strecke teilt 174. 

Verlauf des Binoms ersten Grades 
273—277, F. deß Trinoms zwei- 
ten Grades 337—349. 

Vertegimg des Anfangspunktes 342 
-343, 384—386. 

Verschieibtmg parallel zur y-kchae 
341—342, F. parallel zur o^Achse 
342. 

Verschiedenheit, Zeichen der F. 7. 

Verschwinden des Koeffizienten yon 
X in der Gleiphung ersten Gra- 
des 214, F. der Determinante 
eines Systems von zwei Glei- 
chungen ersten Grades 227, 233 
bis 236, F. des Koeffizienten von 
X in der Gleichung zweiten Gra- 
des 311—314, F. des Koeffizien- 
ten von X* in der Gleichung zwei- 
ten Grades 320—322. 

Vertaitschimg der Faktoren bei 
einem Produkt 26—27, 93, F. 
der Seiten bei einer Ungleichheit 
237. 

Verteilung bei benannten Zahlen 47. 

Verwandlung gewöhnlicher Brüche 
in Dezimalbrüche 104 — 105. 

Verzinsungsfaktor 413, Logarithmißn 
von V.en 414. 

VielfcKhes einer ganzen Zahl 37, 
kleinstes gemeinsames F. ganzer 



Zahlen 64 — 65, kleinstes gemein- 
sames F. von Polynomen 202. 

Vollkommenes Quadrat 108. 

Vorrücken um eine Stelle nach 
links 33. 

Vorzeichen der positiven und nega- 
tiven Zahlen 137, 165, F. der 
Wurzeln einer Gleichung zweiten 
Grades 320, F. des Trinoms zwei- 
ten Grades 326—327. 

Wachsende Ordnung der ganzen 
Zahlen 8, w. Funktion 274, be- 
ständig w. Funktion 274. 

Wahl der Unbekannten bei den Auf- 
gaben vom ersten Grade 248 — 

249. 

Weg bei der gleichförmigen Be- 
wegung 170, 172—173. 

Wert eines Buchstabens 120, W. 
eines algebraischen Ausdrucks 
121 i algebraischer TF. einer 
Strecke 141, absoluter TF. einer 
algebraischen Zahl 141, Systeme 
von W.en veränderlicher Größen 
207, unbestimmter TF. des Quo- 
tienten Null durch Null 209, aus- 
gezeichnete TF.e bei der Dis- 
kussion von Gleichungen zweiten 
Grades 333—336, zulässige W.e 
bei der Diskussion von Glei- 
chungen zweiten Grades 335 — 337. 

Wertziffem 4, 11, 12. 

Wurzeln einer Gleichung zweiten 
Grades 312, Bedingung für das 
Vorhandensein von TF. 314, Be- 
ziehungen zwischen Koeffizienten 
und TF. einer Gleichung zweiten 
Grades 317—319, Vorzeichen der 
TF. 320, Vergleichung der TF. 
einer Gleichung zweiten Grades 
mit einer gegebenen Zahl 330 
—331. 

Wurzelzeichen 108. 

Zähl, erste Ziffer einer Z. 4, letzte 
Ziffer einer Z. 4. 

Zählen, ganze Z. 7, wachsende Ord- 
nung der ganzen Z. 8, natürliche 
Reihe der ganzen Z. 8, Addition 
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der ganzen Z. 9 — 15, Summe 
mehrerer ganzen Z. 9 — 15, Sub- 
traktion bei ganzen Z, 15 — 21, 
Multiplikation der ganzen Z, 24 
bis 34, Division der ganzen Z, 
36 — 47, 53, Rechnen mit be- 
nannten Z. 45 — 47, genauer Quo- 
tient zweier ganzen Z. 88, Brüche 
als Z, 89, reziproke Z. 94, 157, 
positive und negative Z, 186 — 
157, algebraische Z. 139, Addi- 
tion der algebraischen Z. 139 — 
148, Subtraktion der algebrai- 
schen Z. 148 — 150, Multiplikation 
der algebraischen Z. 158 — 157, 
Division der algebraischen Z. 
166—157. 

ZaMen-üngleichheiten 236. 

Zähler eines Bruchs 81. 

Zählimg 3, 12, 84, dezimale Z. 8 
— 8, 17, gesprochene Z. 84, Z. 
nach Dutzenden 8, Z. der Dezi- 
malzahlen 99. 

Zeichen der Gleichheit (=) 7, Z. 
der Verschiedenheit (=(=) 7, Z. der 
Ungleichheit (>, <) 7, Z. der 
Addition (-f ) 9, Z. der Subtrak- 
tion ( — ) 15, Z. der Multiplikation 
(•) 24, Z. der Division (:) 86, Z. 
des Bruchstrichs 80, Z. der Qua- 



dratwurzel {}r~) 108, Z. höherer 
Wurzeln 406. 

Zeichnung gerader Linien, die den 
Verlauf von Binomen ersten Gra- 
des darstellen 289—292. 

Zeit, positive und negative Z.en 
144, Änderung des Anfangs der 
Z. 168. 

Zeiteinheit 166. 

Zeitpunkt 144, 165. 

Zeitraum, der zwei Ereignisse trennt,. 
144, 166. 

Zeitrechnung 166—167. 

Zerlegung einer ganzen Zahl in 
Primfaktoren 72 — 74. 

Ziffern 8—14, Werte. 4, 11, 12, erste 
Ziffer einer Zahl 4, letzte Z. einer 
Zahl 4, Addition von Z.n 11, Sub- 
traktion von Z.n 20, Multiplika- 
tion von Z,n 33, Stellung der Z.n 
bei den Dezimalzahlen 99. 

Zinsesginaen 411 — 415, Formel für 
die Z. 412-413. 

Zulässige Werte bei der Diskussion 
von Gleichungen zweiten Grades 
335—837. 

Zusammenfassen ähnlicher Glieder 
eines Polynoms 189. 

Zuwächse von x und y 296 — 297. 
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Verlag von B. G. Teubner in Leipzig und Berlin. 

Cznber, Hofrat Dr. E., Professor an der Technischen Hochschule zu Wien, 
Einführung in die höhere Mathematik, gr. 8. In Leinw. geb. 

[Ericheint im Oktober 1908.] 

Das Buch nmfafit eine recht eingehende Entwicklung des Zahlbegriffs, die Darstellung 
Ton Zahlen durch unendliche arithmetische Prozesse, eine Einführung in die Funktionentheorie, 
im Anschlüsse daran die Elemente der Düferentialreohnung nebst den ersten Anwendungen der 
Düferenthtlquotienten, weiter die Determinantentheorie, die aur Geltung kommt bei der sich an- 
schliefienden Gleichungslehre, endlich die analytische Geometrie der Ebene und des Baumes 
in jenem Ausmaße und solcher Form, wie es namentlich als Vorbereitung für das Studium der 
Mechanik erforderlich erscheint Im übrigen ist der Verf. denselben Grundsätzen gefolgt, die ihn 
bei der Abfassung der „Vorlesungen über Differential- und Integralrechnung^ geleitet haben. 

Enriques, Dr. F., Professor an der Universität Bologna, Fragen der 
Elementargeometrie. Aufsätze von ü. Amaldi, E. Baroni, 
B. Bonola, B. Calo, G. Castelnuovo, A. Conti, E. Daniele, 

F. Enriques, A. Giacomini, A. Guarducci, G. Vailati, 

G. Vitali, gesammelt u. zusammengestellt von Federigo Enriques. 
Teil H: Die geometrischen Aufgaben, ihre Lösung und 
Lösbarkeit. Deutsche Ausgabe von Dr. Hermann Fleischer in 
Königsberg i. Pr. Mit 135 Textfiguren. [XHu. 348 S.] gr. 8. 1907. 
Li Leinwand geb. n. JC ^ . — 

[Teil I, deutsch von Professor Dr. H. Thieme, in Vorbereitung.] 

Der vorliegende Band bildet den sweiten Teil der deutschen Ausgabe der im Jahre 1900 
unter Mitwirkung zahlreicher Mitarbeiter erschienenen „Questioni riguardanti la geometrla 
elementare**, die in gröfierem Umfange demselben Zwecke dienen soUen wie F. Kl eins 1896 
erschienenen nunmehr vergriffenen „Vorträge ttber ausgewählte Fragen der Elementargeometrie*': 
eine Sammlung deijenigen Fragen am sein, bei welchen die Ergebnisse der höheren mathe- 
matischen Theorien oder eine feinere logische Kritik es möglich gemacht haben, dem Inbegriff 
klassischer Lehren, als deren Zusammenfassung das Werk Euklids gewöhnlich betrachtet "vrird, 
etwas Grundlegendes hincuzufagen. Es enthält die Artikel VII — ^XIV des Originals und außer- 
dem einen neuen Artikel (den neunten), die sämtlich von den „Konstruktionsaufgaben** handeln, 
während die ersten sechs Artikel — die den ersten Teil der deutschen Ausgabe bilden werden — 
die „Prinaipien der Geometrie** behandeln. Der sweite Teil erscheint auerst, weü er n. a. bestimmt 
ist, die obengenannte Schrift von F. Klein, die nicht neu aufgelegt werden soll, au ersetaein. 

Orundlehren, die, der Mathematik. Li 2 Teilen, gr. 8. Geb. 

I. Teil. Die Grundlehren der Geometrie. Bearbeitet von Dr. W. 
Fr. Meyer, Professor an der Universität Königsberg i. Pr. 
u. Dr. H. Thieme, Professor an der Kgl. Berger- Ober- 
realschnle zu Posen. 2 Bände. I. Band: Die Elemente der 
Geometrie. Von H. T h i e m e. 1908. [Erscheiat im Oktober.] 
n. Band. [In Vorbereitung.] 

n. — Die Grundlehren der Arithmetik und Algebra. Bearbeitet von 
Geh. Ho&at Dr. E. Netto, Professor au der CFniversität 
Gießen, und Dr. C. Färber, Professor an der Louisenstädi. 
Oberrealschule zu Berlin. 2 Bände. [In Vorbereitung.] 

Die „Grundlehren der Mathematik" sind als ein dem heutigen Stande der Wissenschaft 
entsprechendes Gegenstück zu B. Baltcers „Elementen der Mathematik** gedacht. Sie bilden 
kein Handbuch, in dem aUer irgendwie wissenswerte Stoff aufgespeichert wurde, sondern sie 
sind in erster Linie dem Unterri^t, und awar auch dem Selbstuntenicht gewidmet. Tieferen 
Fragen suchen sie durch gelegentliche Ausblicke gerecht au werden. Nicht minder soll auch den 
historischen Interessen Bechnung getragen werden durch die Angabe der wichtigsten Momente 
in der zeitlichen Entwicklung der einzelnen Theorien. 

Speziell wird der erste Teil in freier DarsteUnng den Grundlagen, Grundztlgen und 
Grandmethoden der Geometrie gewidmet sein. Im ersten Bande (Verfasser H. Thieme) 
werden die „Elemente**, einschlieAUch der analytischen Geometrie der Ebene, gerade durch da« 
sorgfältige Eingehen auf das Axiomatische, ihre diarakteristische Färbung erhalten, ohne dafi 
die praktischen Forderungen des Lehrstoffes yemachlftssigt würden. Der zweite Band (Verfasser 
"W. Fr. Meyer) wird unter Heranziehung der Hilfsmittel der modernen Algebra (und auch 
FonktionenÜieorie) die Geometrie der „Transformationen" behandeln, wobei mit Bücksioht auf 
den zur Verfügung stehenden Baum eine beschränkte AnswaU von selbst geboten ist. 

B'orel-Stäckel, Die Elemente der Mathematik L 
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Klein, Geheimer Eegierongsrat Dr. F., Professor an der Universität 
Oöttingen, Vorträge über den mathematischen Unterricht an 
den höheren Schulen. Bearbeitet von Bud. Schimmack. A. vl 
d. T.: Mathematische Vorlesungen an der Universität Göttingen L 
Teil I: Von der Organisation des mathematischen Unterrichts. Mit 
8 zum Teü farbigen Textfiguren. [IX u. 236 S.] gr. 8. 1907. 
In Leinwand geb. n. «4( 5 . — 

Eine Übersicht Aber die Aufgaben des mathematischen Untenichts auf seinen verschiedenen 
Stufen, von der Volksschule beginnend bis hin zxa Universität und technischen Hochschule. Der 
mathemati8<^e Betrieb an den höheren Knabenschulen — sein Werdegang, sein augenblicklicher Be- 
«tand, seine fernere Ausgestaltung — bilden das Mittelstack. Aber auch die höheren Mfidchen- 
«ohulen, -wie nach andorer Seite die teehnisohen Fachschulen, werden beU&ufig herangesogen. Ate 
Anhang wiederabgedruckt sind einige einschlägige frflhere Aufs&tae von Klein und der von der 
Gesellschaft deutscher Naturforscher und Ante 1906 in Meran vorgelegte mathematis<die Lehrplan. 

Die noch geplanten swei Hefte werden sachliche Ausführungen tLber die Besdehungen 
awisohen höherer Mathematik und Blementarmathematik enthalten. 

u. E. Blecke, über angewandte Mathematik und Physik 

in ihrer Bedeutung für den Unterricht an den höheren 
Schulen. Nebst Erläuterung der bezüglichen Göttinger 
Uniyersitfttseinrichtungen. Vorträge, gehalten in Göttingen 
Ostern 1900 bei Gelegenheit des Ferienkurses für Oberlehrer der 
Mathematik und Physik. Gesammelt Ton F. Klein und E. Riecke. 
Mit einem Wiederabdruck verschiedener einschlägiger Aufsätze von 
F. Klein. Mit 84 Figuren im Text. [VI u. 252 S.] gr. 8. 1900. 
In Leinwand geb. n. JC 6 . — 

Inhalt: E. Blecke, sur Geschichte des physikalischen Instituts und des physikalischen 
Unterrichts an der Unirersität Göttingen. F. Klein, Allgemeines ttber angewandte Mathemsktiik. 
Über technische Mechanik. F. Schilling, Aber darstellende Geometrie. E. Wierhert, Ein- 
führung in die Geod&sle. G. Bohlmann, tLber Versiehemngsmathematik. Eng. Meyer » die 
Wftrmeausnutiung der Dampftnaschinen. Th. Deseondres, Aber Blektroteohnik. 

Femer an frflheren Aufsätien von F. Klein: Plan eines physikalisch - technischen 
UniTersitfttrinstltuts, 1896; Anforderungen der Ingenieure und Ausbildung der Lehramtskan- 
didaten, 1896; UniTersitftt und technische Hochschule, 1898; Neueinrichtungen in Göttingen, 1899. 

Ref ormvorscliläge far den mathematisclien und natnrwissensclLaftliclien 

ünterricllt« Entworfen von der ünterrichtskommission der GesellschafI 
Deutscher Naturforscher und Ärzte. A. u. d. T.: Die Tätigkeit der 
Unterrichtskommission der Gesellschaft Deutscher Natur- 
forscher und Ärzte. Gesamtbericht. Enthaltend die Vorverhand- 
lungen auf den Versammlungen in Kassel und Breslau sowie die seitens 
der Kommission den Versammlungen in Meran, Stuttgart und Dresden 
unterbreiteten Beformvorschläge. Im Auftrage der Kommission heraus- 
gegeben von Dr. A. Gutzmer, Professor an der Universität Halle a. S. 
[Xn u. 322 S.] Lex.-8. 1907. In Leinwand geb. n. A 7 . — 

Die Ünterrichtskommission der Gesellschaft Beutscher Naturforscher ui^d Ärste hat 
nach dre^fthriger Tätigkeit ihre Aufgabe im wesentlichen ids erledigt erachtet und wiU in denk 
Torliegenden „Gesamtbericht** ein möglichst Tollständiges Bild ihrer Bestrebungen und Beform- 
Yorschlftge aUen interessierten Kreisen, den Behörden, den Schul- und Fachmännern und dem 
gebildeten Publikum darbieten, die ihren Arbeiten ein so erfreuliches Interesse gewidmet haben. 
Die Kommission glaubte, sich in diesem Gesamtberichte nicht auf die Zusammenstellting der 
verschiedenen Ton ihr ausgearbeiteten Beformrorsohl&ge beschränken lu sollen; sie hat dalier, 
um die ganze Beformbewegung im Gebiete des mathematischen und naturwissenschaftlichen 
Unterrichts klarer hervortreten su lassen, auch die Vorverhandlungen auf der Kasseler und der 
Breslauer Naturforsoherversammlung mit aufgenommen. Sind die dort gehaltenen Vorträge und 
gefaßten Beschlüsse auch nicht formell von der Kommission ausgegangen, so vervollständigen 
sie doch nach mancher Bichtung das Bild von der Entwicklung der Kommissionsvorschlftgeu 
Den AbschluA des Bandes bilden die auf der Dresdener Versammlung gepflogenen 
Verhandlungen, die cum Ziele hatten, an Stelle der von der Katurforschergesellschaft einge> 
. setsten Kommission einen allgemeinen UnterrichtsausschuA zu berufen, in den die grofioa 
mathematischen, naturwissenschaftlichen, medizinischen und pädagogischen Vereine und G^seU- 
schaften Vertreter entsenden, um die WeiterfOhrnng der Kommisslonsarbeit in die Wege au leitest 
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Repertorinm der höheren Mathematik (Definitionen, Formeln, Theo- 
reme, Literatur). Von Dr. E. Pascal, ord. Professor an der Uni- 
versität Neapel. Deutsche Ausgabe von A. Schepp, weiland Ober- 
leutnant a. D. zu Wiesbaden. In 2 Teilen: Analysis und Geometrie. 
2. neubearbeitete Auflage, gr. 8. In Leinwand geb. 

I. Teil. Die Analysis. Unter Mitwirkung von E. Pascal sowie 
Ph. Eurtwängler, A Uuldberg, H. Hahn, E. Jahnke, 
H. Jung, A. Loewy, H. E. Timerding, herausgegeben von 
P. Epstein, ca. 700 S. 1908. ca. n. JL 12.—. [Erscheint 
im Oktober 1908.] 

n. — Die Geometrie. Unter Mitwirkung von E. Pascal sowie 
L. Berzolari, B. Bonola, E. Giani, M. Dehn, Fr.Dinge- 
dey, F. Enriques, P. Epstein, Giraud, H. Grassmann, 
G. Guareschi, L. Heffter, W. Jacobsthal, H. Liebmann, 
J. Mollerup, J. Neuberg, U. Perazzo, 0. Staude, 
E. Steinitz, H. Wieleitner und K. Zindler, herausgegeben 
von H. E. Timerding. ca. 800 S 1909. ca. n JL 14.— 

[Erscheint Ostem 1909.] 

Bei der Bearbeitung der zweiten Auflage werden die Heransgeber in erster Linie be- 
strebt sein, dem Buche seine Vonflge an erhalten. Daneben aber erfährt es formell und inhalt- 
lich so durchgreifende Änderungen, da£ es in -vieler Beaiehung als ein neues Werk gelten kann. 

Zunächst muß im erstem Teile den in den letzten Jahren erzielten Fortschritten Bieoh- 
nung getragen werden, neue Methoden (z. B. in der Variationsrechnung) und neu erOfEnete G-ebiete, 
wie die Integralgleichungen, die moderne Funktionentheorie, die algebraischen Zahlen fordern eine 
nicht unbeträohtliohe Erweiterung des Stoffes, gana besonders aber haben es die Bearbeiter nach 
Möglichkeit yennieden, eine grole Menge von Einzelheiten lose aneinander zu reihen, sondern 
haben yielmehr auf eine zusammenhängende und in sich geschlossene Darstellung Wert gelegt. 

Dieselben Grundsätze werden dann auch im 8. Teüe befolgt werden. Es soll nicht 
bloB eine Übersicht über das weite Gebiet der Geometrie im einzelnen, sondern auch eine Dar- 
legung ihrer aUgemeinen Prinzipien und Methoden gegeben und Ton dem gegenwärtigen Stand 
der Auffassungen Bechensöhaft erteilt werden. 

Schwering, Dr. Karl, Direktor des Apostelgymnasiums zu Köln a. Bh., 
Handbuch der Elementarmathematik für Lehrer. Mit 193 
Figuren im Text. [VIII u. 408 S.] gr. 8. 1907. In Leinwand 
geb. n. JL 8 . — 

Vorliegendes Buch will der Schule dienen. Wer auf höheren Lehranstalten mathe- 
matischen Unterricht erteilt, kommt sehr häufig in die Lage, zu wissenschaftlichen Fragen 
Stellung nehmen zu müssen. Gewöhnlich sind diese Fragen einfachster Art, und die Antworten 
liegen seit Jahrtausenden bereit: aber unter diesen Fragen sind doch auch einige, deren zu- 
treffende Beantwortung erst im neunzehnten Jahrhundert gefunden ist. Diese Entwicklung der 
Wissenschaft ist für den Unterricht nicht ohne nachhaltige Einwirkung gewesen. An dieser 
Stelle eine Brficke zwischen Wissenschaft und Schule zu bilden ist die Absicht des Buches. 
Nicht, um die wissenschaftlichen Fragen und Forschungsergebnisse selbst einer neuen Dar- 
stellung zu unterziehen. Diese Aufgabe ist durch die Enzyklopädie der Elementarmathematik 
yon H. Weber u.J. Wellstein (s. unten), einstweilen in abschlieSender Weise gelöst. Wissen- 
schaftliche Fragen jedoch, welche nicht über die Schulmathematik hinausführen, sondern in 
den Unterricht wieder einmünden, soUen in ausführlicher Behandlung dargelegt werden. Als 
solche Beispiele aus der ArithmetUc seien hier die Grundlagen der ZaUenlehre, die irrationale 
Zahl, die binomischen Gleichungen, die Elimination genannt. Insbesondere ist Gewicht gelegt 
auf logische Gliederung und fCür wichtige, wenn auch einfache Sätze der Geometrie ist das 
logische Ctofüge der Umkehrung ausdrücUich angegeben. Weil das Buch sich nicht an Anfänger, 
sondern an Geübtere wendet, ist nicht jeder auch im Schulbuch stehende Satz ausführlich 
Torgetragen; aUe wichtigeren Sätze aber sind zum Teil unter verschiedenen Gesichtspunkten 
behandelt. Es sind teils mehrfache Beweise gegeben, teils die Beziehungen untersucht, in welchen 
die vorgetragenen Sätze zu anderen mathematischen Wahrheiten stehen. Auch Fragen zweck- 
mäBiger Gestaltung des Lehrvortrags sind eingehend berücksichtigt 

„Dem bekannten Verfasser ist es gelungen, der Wissenschaft neue Zugänge zu eröffnen, 
so daß es jedem Kollegen vergönnt ist, in dieselben einzudringen und so der Schule und der 
Wissenschaft zugleich zu dienen. Wir können das gediegene Werk unsem Mathematikern zum 
Studium bestens empfehlen.'^ (Neue PSdagdu^scbe Zeitnng. 1908. No. 9.) 

„Jeder Lehrer ohne Ausnahme wird das Werk mit Nutzen lesen, denn die wichtigsten 

Fragen, welche die Arithmetik, Planimetrie, Trigonometrie, Stereometrie betreffen, sind darin 

lichtvoU behandelt. Polemik wird vermieden, im Gegenteil wird alles mit maßvoller Buhe 

abgeklärt behandelt. Der Verfasser dieser Zeilen empfiehlt das Buch den Fachlehrern aufh 

wärmste.<< ( Zeitsolirift fftr lateinlose höhere Sckulen. 1908. Nr. 3/4.) 
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Simon, Dr. Max, Professor am Lyceum und Honorarprofessor an der 
Universität Straßburg i. E., Methodik der elementaren Arith- 
metik in Verbindung mit algebraischer Analysis. Mit 9 Text- 
figuren. [VI u. 108 S.] gr. 8. 1906. Geb. n. J( 3.20. 

Die YorUegende Schrift bezweckt, den Studierenden die Ziele des aritlunetisch- alge- 
braischen Unterrichts der neunklassigen höheren Schulen zu zeigen und sie anzuleiten, den zu- 
aammenfaesenden Überblick auf der obersten Stufe methodisch zu 'geben. — Die Schrift zerfällt 
in zwei nebeneinander herlaufende Teile: die Entwicklung des Zahlbegriffs Tom Zählen an bis 
zu den komplexen Zahlen und die Auflösung der algebraisch auflösbaren Gleichungen. Der 
Begründung des Begriffs und der Bechnnngsregeln der Irrationalzahlen ist besondere Sorgfalt 
gewidmet. Der Verfasser hat sich dabei wesentUch an die Georg Gantor sehe Methode gehalten, 
weil sie s. £. wesentliche VorzUge vor der Dedekind sehen und Weierstrafi sehen besitzt. Sine 
geringfügige Modifikation ist durch die Auffassung des Verfassers Yom Grenzbegriff als einer 
Kategorie, d. h. eines irreduzibeln Grundvermögens der Vernunft bedingt. Die ganze Entwick- 
lung wird beherrscht von der Ausbildung des Funktionsbegriffs, dessen zentrale SteUung im 
Unterricht der Verfasser schon seit mehr als 20 Jahren betont hat. 

Tannery, Jules, Membre de rinstitut de France, Subdirektor der mathe- 
matisch - naturwissenschaftlichen Abteilung an der Ecole normale 
superieure zu Paris, Elemente d«r Mathematik. Mit einem ge- 
schichtlichen Anhang von P. Tanne r y. Mathemathisch-philosophische 
Klasse, Zeugnis für Physik, Chemie und Naturwissenschaft. Autori- 
sierte deutsche Ausgabe von Dr. P. Klaess in Luxemburg. Mit einem 
Einfuhrungswort von Felix Klein, [ca. 200 S.] gr. 8. 1908. In 

Leinwand geb. [Unter der Presse.] 

Das vorliegende Buch entspricht den neueren französischen Lehrplänen von 1903 und 
behandelt das mathematische Pensum der Philosophie-Klasse. Aus dem reichen Inhalte des 
Werkes seien einige der bemerkenswertesten Kapitel heryorgehoben : algebraische Geometrie, 
Koordinaten, empirische Kurven, graphische Darstellung der Funktionen (graphische Fahr- 
pläne), graphische Methoden zur Auflösung der Gleichungen, Elemente der Differential- und 
Integralrechnung, Grenzwerte, Beihen. — In ebenso klassischer Form behandelt am Schlüsse der 
Bruder des Verfassers, P. Tanuery, einige wichtige Kapitel der Geschichte der Mathematik; 
sie beziehen sich meistens auf die im Buche selbst behandelten Fragen. 

Voß, Dr. A., Professor in München, über das Wesen der Mathe- 
matik. Bede, gehalten am 1 I.März 1908 in der öffentlichen Sitzung der 
Kgl. Bayerischen Akademie der Wissenschaften zu München. Erweitert 
und mit Anmerkungen versehen. [98 S.] gr. 8. 1908. Geb. 

Weber, Dr. Heinricll, u. Dr. Joseph Wellstein, Professoren an der Uni- 
versität Straßburg i. Eis., Encyklopädie der Elementar-Mathe- 
matik. Ein Handbuch für Lehrer und Studierende. Li 3 Bänden, gr.8. 

I. Band. Elementare Algebra und Analysis. Bearbeitet von Heinrich 
Weber. 2. Auflage. Mit 38 Textfiguren. [XVin u. 639 S.] 
1906. In Leinwand geb. n. «,*: 9.60. 

n. — Elemente der Geometrie. Bearbeitet von Heinrich Weber, 
Joseph Wellstein und Walther Jacobsthal. 2. Auflage. 
Mit 251 Textfig. [XII u. 596 S.] 1907. In Leinw. geb. n. «^ 12.— 

in. — Angewandte Elementar-Mathematik. Bearbeitet von Heinrich 
Weber, Joseph Wellstein und Rud. H. Weber (Rostock). 
Mit 368 Fig. im Text. [XIH u. 666 S.] 1907. In Leinwand 
geb. n. JL 14.— 

Das vorUegende Werk wendet sich in erster Linie an die gegenwSxtigen und künftigen 
Lehrer an höheren Schulen, an die Studierenden der Mathematik unserer Hochschulen. Es 
beansprucht nicht, wie die grofie Encyklopftdie der mathematischen Wissenschaften, das Material 
allseitig ssu erschöpfen, nach der historischen und literarischen Seite hin yoUständigen Anf- 
schluB zu geben. Es wUl eine Verbindung herstellen zwischen der höheren Mathematik und 
der Mathematik der Schule, indem es einerseits dem Studierenden ein Führer ist, wo er der 
Auffrischung und Ergänzung früher erworbener Kenntnisse bedarf, andererseits dem Lehrer ein 
Wegweiser, um das im Studium der höheren Mathematik Erworbene der Vertiefung und Be- 
reicherung des Unterrichts nutzbar zu machen. Besonderes Gewicht ist auf die wiisenachaft- 
Uche Ausgestaltung der aUgemeinen Q-rundlagen gelegt. 
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Encyklopädie der Mathematischen Wissenschaft^^ 

mit EinaehluB ihrer Anwendungen. 

Herausgegeben im Auftrage der 
Akademien der Wissenschaften zu Göttingen, Leipzig, München und Wien 

sowie unter Mitwirkung zahlreicher Fachgenossen. 

In 7^ Bänden zu je 6 — 8 Heften, gr. 8. Geheftet und in Halbfrz. geb. 

I. Arithmetik und Algebra, 2 Teile, redigiert 
von "W. Fr. Meyer. y 

n. AnalysiS, 2 Teile, redigiert von k. 
Burkhnrdt und W. Wirtin ger.^ 

TEL Geometrie, 3 Teile, redigiert von W. 
Fr. Meyer. 



rv. Meciiailili, 4 Teilbände, redigiert ron 
P. Klein und 0. H. Müller. 



Y. Pliysik, 3 Teile, redigiert von A. 
Sommerfeld. 

VI. 1. Geodäsie und Geopliysik. S Teilbiinde, 
redigiert vonPh. Fnrtwängler und. 
E. Wieohert. 

2. Astronomie, red. vonK. SchwarK« 
sohild. 

YU. Geschiclite, Pliilosophie, Didaktik. (In 

Vorbereitung.) 



Aufgabe der Enoyklopädie ist es, in knapper, zu rascher ^Orientierung geeigneter 
Form, aber mit mögUohster Vollständigkeit eine Gesamtdarstellung der mathematisclien 
Wissenschaften nach ihrem gegenwärtigen Inhalt an gesicherten Bftsultaten zu geben 
und zugleich durch sorgföltige Literaturangaben die geschichtliche Entwicklung der 
mathematischen Methoden seit dem Beginn des 19. Jahrhttnderts nachzuweisen. Sie 
beschränkt sich dabei nicht auf die sogenannte reine Mathematik, sondern berücksichtigt 
auch ausgiebig die Anwendungen auf Mechanik und Physik, Astronomie und Geodäsie, 
die verschiedenen Zweige der Technik und ändere Gebiete, und zwar in dem Sinne, daß 
sie einerseits den Mathematiker darüber orientiert, welche Fragen die Ailweudungen an 
ihn stellen, andererseits den Astronomen, Ph3^iker, Techniker darüber, welche Antwort 
die Mathematik auf diese Fragen gibt. In sieben Bänden zu je etwa -640 Bruokseiten 
sollen die einzelnen Gebiete in einer Beihe sachlich geordneter Artikel behandelt 
werden; der letzte Band soll ein aujsführliches alphabetisches Begister enthalten. Auf 
die Ausführung von Beweisen der mitgeteilten Sätze muß natürlich verzichtet werden. 

Die Ansprüche an die Vorkenntnisse der X/esSr sind so gehalten, daß das Werk 
auch demjenigen nützlich sein kann, der nur über ein bestimmtes Gebiet Orientierung sucht. 

Ericyclopedie des sciences matiiematiques 

pures et appliquees. 

Publice sous les auspices des Acad6mies des scienoes 

de Göttingue, de Leipzig, de Munichr et de Vienne 

avec la collaboration de nombreux sayants. 

Edition ffran^aise, 

redigee et publice d'apr^s T^dition allemande sous la direction de 
Jules Molk, professeur ä Tuniversit^ de Nancy. 

En sept tomes. gr. 8. Geheftet. 

Durch die günstige Aufnahme veranlaßt, welche die deutsche Ausgabe dieses mouu> 
mentalen Werkes in Fachkreisen gefunden hat, und auf vielfache Anregungen hat sich die 
Verlagsblichhandlung entschlossen, die Encyklopädie der Mathematischen Wissenschaften 
in Gemeinschaft mit der Firma Gauthier-Villara in Paris auch in französischer 
Sprache erscheinen zu lassen. Das Werk wird, wie schon die ersten Lieferungen zeigen, 
seitens der deutschen Bearbeiter viele Änderungen und Zusätze erfahren, und auch die 
französischen Mitarbeiter, sämtlich Autoritäten auf ihren Gebieten, haben eine gründliche 
Umarboitimg voi^enommen. Zum ersten Male dürfte somit wohl hier der Fall eingetreten 
sein, daß sich bei einem so großen Werke die ersten deutschen und französischen Fach- 
gelehrten zu gemeinsamer Arbeit verbunden haben. 
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Frofessoi an der Universität Neapel. In 2 Teilen: Analysis und Geo- 
metrie. 2. neubearbeitete Auflage, gr. 8. 

J. Teil: Die Anftlyais. Unter Mitwirkung von K. Pasotrl 'sowie Fix. Furtwängler, 

A. Gnldberg, H. Hahn, £. Jahnke, U. Jung, A. Loewy, H. S. Timer- 
ding hrsg. von Dr. P. Epstein, Privatdosenten au der Universität Sttaß- 
bnrg i. £. [ca. 700 S.j 1909- In Leinwand geb. ca. n. Jf. 12.— [Ersplieint 
Ostern 1909] 

II. -^ Die Qeometrie.* Unter Mitwirkung von I;}. -Pascal sowie L. Bersolari,. 

B. Bonola, E. Oiani, M. Dehn, Fr. Dingeldey, F. Enriques, P. Ep- 
stein, G.Olraud, H. Gras 8 mann, G. Guarejiohi, L. Heffter, W. Jacob b> 
thal, H. Liebmann, J. Mollerup, J. Neuberg, U. Perazzo, O.Staude, 
E. Stoinitz, H. Wieleitner und K. Zindler hrsg. von Dr. H. E. Timer- 
ding, Professor an der Universität Strasburg i. E. [ca. 800 S.] 1909. In Lein- 
wand geb. ca. n. M. 14.— [Erseheint im Sommer 1909.} 

Bei der Bearbeitung der zweiten Auflage werden die Herausgeber in erster 
Linie bestrebt sein, dem Buche seine Vorzüge zu erhalten. Daneben aber erföhrt es 
formell und inhaltlich so durchgreifende Änderungen, dafi es in vieler Beziehung als ein 
neues Werk gelten kann. 

Zun&chst mufi im ersten Teile (hrgb. von P. Epstein) den in den letzten 
Jabren erzielten Fortschritten Rechnung getragen werden, neue Methoden (z. B. in der 
VariationBrechnung) und neu eröffnete Gebiete wie die Integralgleichungen, die moderne 
Funktionentheorie , die algebraischen Zahlen fordern eine nicht unbeträchtliche ' Er- 
weiterung des Stoffes, ganz besonders aber haben es die Bearbeiter nach Möglichkeit ver- 
mieden, eine gifoße Menge von Einzelheiten lose aneinander zu reihen, sondern haben 
vielmehr auf eine zusammenhängende und in sich geschlossene Darstellung Wert gelegt. . 

Dieselben Grundsätze werden dann auch im 2. Teile (hrgb. von H. E. Timex- 
diug) befolgt werden. Es soll mcht bloß eine Übersicht Über das weite Gebiet der Geo- 
metrie im einzelnen, sondern auch eine Darlegung ihrer allgemeinen Prinzipien und 
Methoden gegeben und von dem gegenwärtigen Stand der Auffassungen Bechenschaft 
erteilt werden. ' 

VOCabulaire Mathematiquey fran9ais-aUemand et aUemand- 
fran9ais. Mathematifiches Vokabularium, französisch- deutsch und deutsch- 
französisch. Enthaltend die Kunstausdrücke aus der reinen und an- 
E&wandten Mathematik. Von Professot Dr. Felix Müller. [XV u. 316 S.] 
ex.-8. 1900/1901. In Leinw. geb. n. ^ 20.— Wurde in 2 Lieferungen 
ausgegeben: I.Lieferung. [IX u. 182 S.] 1900. Geh. n. JK 8. — 11. Lie- 
ferung. [S. IX— XV u. 133-816.] 1901. Geh. n. JC 11.— 

Daa Vokabularium enthält in alphabetisohei^ Folge mehr als 12000 Kuns^nsdrücke 
aus der reinen und angewandten Mathematik in ffanzOsischer und deutscher Sprache und 
soll in erster Linie eine Ergänzung der gebräuchlichen Wörterbfloher fdr die beiden 
genannten 8pr«iohen sein. Da das Vokabularium zugleich als Vorarbeit zu einem Matiies- 
matischen WOrterbnche dienen soll, so sind auch zahlreiche Nominalbenennungen auf- 
genommen, deren Anführung aus rein sprachlichem Interesse überflüssig erscheinen 
dürfte. Z. B. Gaußsche Abbildung (einer Fläohe auf eine Kugel) (Gauß 1887) [Inf. Geom.] . 
reprösentation de Gauss; Glairauts Satz (über die geodätischen Linien auf TJmdrehungs- 
flächen) (Glairaut 17S3) [inf. Geom.] th6oröme de Glairaut. Aus den beigefügten Zuzätaen 
ist zu ersehen, daß das Vokabularium mehr bietet, als der Titel erwarten l&ßt. 

Vorlesungen über Geschichte der Mathematik, von 

Moritz Cantor. In 4 Bänden, gr. 8. Mit zahlreichen Figuren und Tafeln. 
In Halbfranz geb. 

L Band: Von den ältesten Zeiten bis zum Jahre 1200 n. Chr. 3. Auflage. 

[VI u. 941 8.] 1907. n. J(. 26.-- 
IL - Vom Jahre 1200 bis zum Jahre 1668. 2. verm. Auflage. [XU u. 943 S.] 

1900. n. J(. 28. 

IIL — Vom Jahre 1668 bis zum Jahre 1758. i. verm. Auflage. [X u. 923 Sl 

1901. n. .H. 27.— 

IV. — Vom Jahre 1759 bis zum Jahre 1799. Herausgegeben unter Mitwirkung 

der Herren V. Bobynin, A. v. Braunmühl, F. Oajorl, S. Günther, 

V. Kommerell, G. Loria, E. Netto, G. Vivanti und C. R. Wallncr 

von M. Cantor. [VI u. 1113 S.] 1908. n. J<f. 35.— 

„Mit rastlosem Fleiß, mit nie ermüdender Geduld, mit der unverdrossenen Liebe 

des Sammlers, der auch das scheinbar Geringe nicht vernachlässigt, hat M. Gantor 

dies kolossale Material gesammelt, kritisch gesichtet, durch eigene Forschungen ergänzt, 

nach einheitlichen Grundsätzen und einheitlichem Plan zu einem Ganzen verschmolzen, 

und indem er in seltener Unparteilichkeit bei strittigen Fragen, deren die Geschichte der 

Mathematik so viele hat, auch die abweichenden Ansichten zu Wort kommen Heß, hat er 

ein Werk geschaffen, das die reichste Quelle der Belehrung, der Anregung für einen jeden 

ist, der sich über einen geschichtlichen Fragepunkt Bat holen, der an der Geschichte der 

jsiathcmatik mitarbeiten will....^ (Aus den Qöttinjjisohen Qeiehrten An<»i9«n,) 
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I. Elementare Algebra und AnalysJs. Bearbeitet von K. Weber. 2. Ai 
38 TextEguren. (XYIIt u. 589 8,] 1906. M 9.60. 

II. Eleaente der Geometrie. Bearbeitet von H. Weber, J. Wellsteln un. 
■ Mal. 2. Auflage. Mit 261 Teitfiguren. ptU n. 596 S.] 19Ü7. 

III. Angewandte Elementar -Mathematik. Bearbeitet vou H. Weber, 
lind R. H. Weber (Boatock). Mit 358 Teitüguren. [XCI n. 666 S.] 1907. 

liuiikt lu ilellon, •on dem ftua ri iniaUud« ihl. du, wus ei Bpüloi la lebreu ha 
hsiuisD und III ertusen nnd duinit d<'ii Werl dii'UST Irtbren tai die ü1t«(emeliie 
zu orhMwn. — D»a Kiel dieser Arbeil iit nlclil In der VergriSSerong dea ürnfwigea . 
MBthematik lu uieelien nilor iji der Eiokleidniig hulierut i>rntilems lu elu elemei 
Bondern b? einet atrengon BegcQndiuig nnd leicht fefliiuken Du-legunu der Giemen 

jejuep fundameiitili'A BeliiuilLluijgi»n auch' eine fOr den prikktieobun Gfibr^ueh nüialicbe, wobl- 
gonrdnBte enBuninirnaiBllung dcT w]«hti)wion Algorilhmen und Probleme d»rin fiiidcn werden. 

llkndhuig erfilir.'ii, in einem L'mfshgi'. »io et in miiVDiiieutiuaauden Wecken lonit nicht uuu- 
troffen iit . . . Diu Eweit« MomeDl int in dem TJmBijmdu m erbliokcn, duB dio Veituseei es nloht 

~ wur, u )iiugewkhlleiu Huteiwl die «iaaenscbifilichan Malhodsn luc OeltBsg xii britigen und 

»iB Ott und mit HuUon m Rute ?i,diHl,' immenHich wann >lD im Unterriehte .a priniiplcü wich- 
(IgsD Fragen koviinou, um aldi Ubuc die leitenden Oeduikeit su oiienCieien. 

Uinca verdient n««h besoDdera lisrvnrgehaben zu werden: dan iet diu reielie Auutattuns 

Kormou spliiriacher Draitckii kommen die alereographlefhcn Bililec der Knlor'scbOn, Mflbine'eohen 
und Mtudy'ichen Dreiecke >Hu luatatten.'- (ZelKehrirt rür iM RaaliDhulwsieii.) 

Emile Borel, 

Die Elemente der Mathematik 

Deutsch von Paul Stäckel, 

In 2 Bänden: 
I. Band: Arithmetik und Algebra. 

MitöT Fig. iijid STalVIii. [XVI u. 4ai S.] gr. 8. 1908. In Leiivw. geb. ii. .K 8.00. 

II. Band: Geometrie und Trigonometrie. Tn Vorbereitung. 




